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Introduction

le domaine de l'informatique :

Etant donné un programme, termine-t-il sur toute entrée ?
Ce probleme est indécidable, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun algorithme qui étant donné un pro-
gramme P peut décider s’il termine. Une preuve classique de ce résultat se fait par un raisonnement
diagonal : supponsons par ’absurde qu’il existe un programme HALT qui prend en entrée un programme
P, et répond vrai s’il termine et faux sinon, en temps fini. Alors construisons un programme DIAG qui
prend en entrée un programme P de la maniére suivante :
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Le probleme de la terminaison de programmes est un probléme classique dans



— 1 HALT(P), alors il boucle a l'infini,
— sinon, il renvoie vrai.

Par cette construction, si DIAG termine sur toutes ses entrées, alors HALT(DIAG) renvoie vrai. Ainsi,
DIAG(DIAG) boucle & I'infini. On en déduit donc que DIAG ne termine pas sur toutes ses entrées, ce qui
est absurde. On vient donc de prouver que le probleme est indécidable.

Le probleme ne peut donc étre résolu totalement, et seules des solutions imparfaites peuvent étre
mises au point. De multiples méthodes se sont développées pour tenter d’atteindre les limites de cette
indécidabilité. Il existe notamment deux approches pour traiter de la terminaison de programmes.

La premiere est de se restreindre a certaines familles de programmes ou le probleme est décidable,
en limitant le langage de programmation par exemple. Un exemple quelque peu extréme est qu’un
programme ne pouvant effectuer que des affectations termine forcément, la terminaison est donc décidable
pour cette famille de programmes.

La deuxieéme approche, celle qui va étre utilisée dans ce rapport, ne restreint pas les programmes
étudiés, mais les informations étudiées au sein des programmes. Elle se base sur une simplification du
programme : il est modélisé par un objet plus abstrait dont davantage de propriétés sont décidables, un
automate par exemple. Evidemmen‘c7 il y a une perte d’information lors de ce procédé d’abstraction :
c’est cette perte qui fait que I'indécidabilité est contournée. On déduit des propriétés de I'objet abstrait
certaines propriétés du programme. Par exemple, en définissant un concept de terminaison décidable pour
ces objets abstraits, la méthode peut étre correcte, ce qui signifie que si I’'objet termine, son programme
associé termine, ou compléte, ce qui signifie que si le programme termine, alors 'objet abstrait associé
termine également. La méthode ne peut étre correcte et compléte, sinon par I’absurde le probleme de
terminaison est décidable également. Le but est donc de se rapprocher le plus possible de la correction et
de la complétude. On remarque que c’est a cette étape la que la perte d’information due a ’abstraction
provoque des imprécisions.

La recherche sur ces méthodes est tres riche. En effet, malgré 'indécidabilité du probléme, pouvoir
s’assurer de la terminaison de programmes est crucial dans de nombreux domaines. La vérification de
programimes est en un. Il s’agit de pouvoir garantir qu’un programme répond a ses spécifications, c’est-a-
dire que son comportement est celui qui est attendu de lui. A cette fin sont nécessaires 'assurance que le
programme termine, et la correction partielle, qui établit par exemple les relations voulues entre entrées et
sorties du programme étudié. Ces résultats sont primordiaux : dans le cas d’optimisation et de génération
automatiques de programmes par exemple, il faut pouvoir assurer les propriétés du programme produit.

Prenons un autre exemple, celui des systémes réactifs. Un systeme réactif est un systéme en interaction
permanente avec son environnement. L’environnement agit, et le systéeme doit réagir instantanément.
Des exemples de systemes réactifs sont les systemes utilisés dans le traitement du signal ou les processus
industriels. Il est nécessaire de pouvoir assurer que chaque calcul qu’un tel systéme est susceptible de
mettre en ceuvre termine.

Ainsi, I'objectif vers lequel les recherches tendent est une méthode automatisée qui puisse donner un
certificat, c’est-a-dire un témoin concret, de la terminaison des programmes.

Plus précisément, les programmes étudiés dans ce rapport sont les programmes impératifs. Dans ce
cadre, une notion fondamentale pour la preuve de terminaison est celle de fonction de rang. Il s’agit
d’une fonction prenant en arguments les parametres du programme et & valeurs dans un ensemble bien
fondé. Un ensemble bien fondé est un ensemble qui n’admet aucune suite infinie strictement décroissante,
comme N. Cette fonction doit strictement diminuer & chaque étape du programme (par exemple & chaque
exécution d’une boucle). Ce concept a été introduit des 1967 par Robert Floyd dans [3]. Une fonction
de rang est un témoin de la terminaison d’un programme. En effet, supposons donnés un programme
et une fonction de rang pour ce programme. A chaque exécution du programme correspond une suite
de valeurs de la fonction de rang, qui est une suite strictement décroissante par définition. Supposons
que le programme ne termine pas, il existe une exécution infinie. Cependant, il ne peut y avoir de suite
décroissante infinie de valeurs de la fonction de rang, donc c’est absurde.

Les recherches sur ’automatisation de la recherche de fonctions de rang pour les programmes impératifs
sont ainsi trés nombreuses, et progressent énormément. Elles se basent généralement sur ’abstrastion
du programme étudié en graphe de flot, c’est-a-dire un automate représentant le programme : les états
ou points de controle marquent les étapes de I'exécution du programme, et les transitions contiennent
les informations (conditions, affectations,...) pertinentes au passage d’une étape a l'autre. Ce concept
est expliqué dans [3]. Pour automatiser le processus de recherche de fonctions de rang sur ces objets, un



pré-traitement est effectué sur cet automate, par exemple une génération d’invariants, c’est-a-dire un en-
semble de conditions sur les variables associé & chaque point de controle. Ce conditions sont vérifiées pour
tout passage par ce point de controle. Ensuite, la fonction de rang elle-méme est recherchée. Des résultats
ont d’abord été établis pour les fonctions de rang monodimensionnelles, applicable sur les programmes
entierement déterministes ne contenant que des boucles simples (sans imbrications de boucles), avec par
exemple [11]. Ces méthodes ont ensuite été étendues & des fonctions de rang multidimensionnelles. Le
concept de fonctions de rang multidimensionnelles a donné lieu & de nombreuses autres recherches, par
exemple la méthode étudiée lors de ce stage, [1], ou [1], qui s’inscrit dans la continuation de travail effectué
dans [7]. En effet, elle permettent de prouver la terminaison pour une classe plus large de programmes.
Bien str, d’autres approches existent, par exemple approche de [5], visant & trouver des ensembles de
fonctions de rangs fonctionnant sur plusieurs parties différentes du programme ou plusieurs exécutions.
En effet, parfois, deux exécutions passent par les mémes boucles mais ont des comportements si différents
qu’on ne peut trouver un fonction de rang générale pour toute les exécutions, mais seulement plusieurs
fonctions telles que toutes les exécutions possibles sont couvertes par au moins I'une d’entre elles.

Il existe une autre méthode automtique pour prouver la terminaison des programmes impératifs, plus
originale étant donné qu’elle était utilisée initialement pour la terminaison de programmes fonctionnels
uniquement. Il s’agit de la Size-Change Termination. Elle nait dans [9], et son principe est le suivant :
si les arguments d’une fonction sont a valeurs dans un ensemble bien fondé, et qu’a chaque appel de
fonction ils décroissent strictement, alors le nombre d’appels de fonctions est fini. Elle fonctionne en
modélisant les fonctions par un size-change graph, objet ne représentant que les décroissances de ces
parametres au fil des appels de fonctions. De nombreux travaux ont étendus et amélioré cette méthode.
On citera notamment [10], utilisant un nouveau modele de graphes pour modéliser les suites d’appels
récursifs, [3] prouve quant & lui que les size-change graphs peuvent également prendre en compte les
égalités entre parametres et, dans une certaine mesure, les conditions sur les variables exprimées dans
le programme. Enfin, [2] prouve qu’en utilisant un certain type de formules logiques, il est possible de
capter les changements constants et affines de parametres, et plus d’informations contextuelles. Cette
technique se rapproche de la recherche de fonctions de rang, et montre que la Size-Change Termination
est pertinente également dans le domaine des programmes impératifs.

Sujet de recherche. L’objectif du stage est de comparer deux méthodes de preuve de terminaison de
programmes.

La premiéere utilise des Integer-Interpreted Automata, un type de graphe de flot.

La deuxieme utilise des Size-Change Abstractions.

Contributions. On observe que 'Integer-Interpreted Automaton est plus général quant a la preuve de
terminaison, mais le Size-Change Abstraction est parfois plus précis pour le calcul de complexité, car ils
arrivent a capter les complexités rationnelles. Pour étudier ces cas particuliers, on a étudié les automates
max-plus : ils ont un lien pertinent avec le modele Size-Change Abstraction et on a de multiples résultats
sur ces objets. On sait notamment que par une méthode d’abstraction, décrite dans [0], telle que si
le Size-Change Abstraction termine, les deux objets associés ont la méme complexité. Ici, on étend ce
résultat en montrant que pour les terminaisons d’un Size-Change Abstraction et d’'un automate max-plus
associé par cette méthode d’abstraction sont équivalentes. L’autre résultat est le fait que les automates
max-plus peuvent atteindre toute complexité rationnelle, ce qui va justifier le fait qu’il existe en effet des
programmes de toute complexité rationnelle. Ainsi, le Size-Change Abstraction est en effet plus fin au
niveau de la complexité pour une classe de programmes.

2 Modeles étudiés : définitions et exemples

Dans cette section, on définit les deux abstractions de programmes étudiées : Integer-Interpreted
Automaton, Size-Change Abstraction.

2.1 Integer Interpreted Automata

On introduit les Integer-Interpreted Automata, qui sont des graphes de flot d’'un programme. Les
Figures 1 et 2 représentent des abstractions de programmes en Integer-Interpreted Automaton. On



représente par une fleche entrante les états initiaux, et par un double cercle les états finaux. Chaque

état, appelé point de controle, correspond & un instant de ’exécution du programme. Chaque transition
est étiquetée par deux éléments :

— Au-dessus du trait, la garde représente les conditions devant étre remplies pour passer la transition
(par exemple elle peut représenter les conditions d’un if).

— Au-dessous du trait, 'action représente les affectations effectuées par la transition.

y:=0
Xi=m =0
if (x>=0&& y>=0) { il

X—==3
y++;
} z<0Vy<0 0<zAOSY
r:=zr—1,y:=y+1

F1GURE 1 — Exemple d’abstraction en Integer-Interpreted Automaton
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y'=0 x:=m;y:=0
X:=m
while (x>=0 && y>=0){ 'wl’

if(indet ()){ i1

while (y<=m && indet ()) w2 o EsBvesd
y++;
X——;
}
y—=;s

}

FIGURE 2 — Exemple d’abstraction avec conditions indéterminées en Integer-Interpreted Automaton

Seules les conditions affines d’un programme sont traduites dans ce modele : si le programme contient
des conditions polynomiales non affines ou un tirage aléatoire, il ne rentre plus dans ce cadre restreint.
Ces conditions sont abstraites en indet () et sont traitées de maniere non-déterministe par ’abstraction.

Définition 1 (Integer-Interpreted Automaton). Un Integer-Interpreted Automaton est défini par un
uplet (I, x, ki, ks, T) ot :

— K est un ensemble fini d’états dits points de contrale.



— x ={x1, ...,z } est un ensemble fini de variables.
— k; € K est l’état initial.
— ky € KC est létat final.
— T est un ensemble fini de transitions de la forme (k,g,a, k") ot :
— kK ek,
— g:ZXl 5B = {true, false}, appelée garde, est une formule logique exprimée par un ensemble
d’inégalités affines sur x, donc de la forme : ¥ — G;Z+ g; > 0 ou :
— pour tout 1 < i < p, G; est une matrice de ZIXI*¥IxI,
— pour tout 1 <1i < p, g; est un vecteur de zZIxl,
— a: ZXI 5 ZIXI appelée action, est de la forme § = AT+ @ o :
— A est une matrice de ZIXI*¥IxI,

— @ est un vecteur de ZXI.

On définit ainsi uniquement des gardes sous la forme de conjonctions d’inégalités affines. Cela englobe
le cas des gardes disjonctives : pour une garde de la forme G V G’, on dédouble la transition en deux
transitions, I'une ayant pour garde G et 'autre ayant pour garde G’. On supposera que tous les états
d’un Integer-Interpreted Automaton sont accessibles et co-accessibles, ce qui sera toujours le cas lors de
I’abstraction d’un programme.

On définit la sémantique de ces objets avec la notion de wvaluations. Une valuation est une fonction
de x = {x1,...,x}y|} dans Z. Une valuation v est de plus bornée par un entier N si pour toute variable
z, v(z) < N. On notera ¥/ le vecteur [v(z1), ..., v(2y)] lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur I’ensemble
de variables.

Définition 2 (Trace d’un Integer-Interpreted Automaton). Une trace dans un Integer-Interpreted Auto-
maton d’ensemble de transitions T est une suite (ko, 1), (k1,v1), ..., (kn, vn) telle que pour tout 0 < i < n,
il existe (ki gi,a;, kit1) € T telle que g;(7;) = true et Uiy1 = a;(%).

On dit de plus qu’une trace est bornée si toutes ses valuations sont bornées par un méme entier.

Terminaison. On dit qu'un Integer-Interpreted Automaton termine s’il n’admet pas de trace infinie.
Par exemple, on voit que 'automate représenté dans la Figure 2 est terminant. En effet, sinon on pourrait
emprunter un cycle une infinité de fois. Or, comme x est décroissant sur toutes les transitions, on ne
peut prendre la transition qui fait strictement diminuer x une infinité de fois, et donc on peut considérer
qu’au bout d’'un certain nombre de transitions, on ne 'emprunte plus. Tous les cycles restants passent
alors par la transition ot y diminue strictement, et aucun par la transition ou il peut augmenter. On
ne peut prendre ces cycles une infinité de fois. Or ce sont les seuls cycles de I'automate. Toute trace est
donc finie.

Voici quelques propriétés de cette abstraction qui la rendent propice a 1’étude de la terminaison de
programmes.

Proposition 1 (Correction de 'Integer-Interpreted Automaton(l]). Etant donné un programme P et T
son abstraction en Integer-Interpreted Automaton, si I termine, alors P termine.

L’outil principal utilisé pour étudier les Integer-Interpreted Automata est le concept de fonction de
rang. Une fonction de rang p de dimension d d’un Integer-Interpreted Automaton Z = (K, x, ko, 7) est
une fonction de IC x Z™ — N¢ décroissante sur toutes les transitions de 7 :

Pour tout (k,g,a,k') € T, Z,7' € Z", si g(T) = true et ¥ = a(¥), alors p(k',7") < p(k, T).

Il existe un algorithme, décrit dans [1], qui calcule une fonction de rang de dimension minimale d’un
Integer-Interpreted Automaton, & ’aide de données issues d’un pré-traitement de cet Integer-Interpreted
Automaton. Il est partiellement complet : s’il existe une fonction de rang et que le pré-traitement de
I'Integer-Interpreted Automaton est assez précis, il en trouvera une.

Si un Integer-Interpreted Automaton admet une fonction de rang, alors il est terminant.



Complexité. On peut également définir une notion de complexité pour un Integer-Interpreted Auto-
maton terminant. Pour cela, on définit la fonction f : N — N qui a un entier associe la longueur de la
plus longue trace dont la valuation initiale est bornée par cet entier. Dans [1] est exhibé un algorithme
qui, étant donné un Integer-Interpreted Automaton, calcule un polynome h > f. La complexité de cet
Integer-Interpreted Automaton est alors définie comme le degré de ce polynome. Cette complexité peut
étre sur-approximée grace & une fonction de rang. De plus, la complexité temporelle d'un programme est
sur-approximée par la complexité de son abstraction en Integer-Interpreted Automaton.

2.2 Size-Change Abstraction

Dans cette deuxiéme abstraction, on ne considere plus les gardes et on ne retient que la décroissance
des variables. On peut la construire directement a partir du programme en utilisant une méthode similaire
a celle qui permet d’obtenir I'Integer-Interpreted Automaton, ou alors I’abstraire de 'Integer-Interpreted
Automaton.

La Figure 3 représente les abstractions en Size-Change Abstraction des Integer-Interpreted Automata
des Figures 1 et 2.

) o)
' <z
y'<y /
o <2y <y ' <
1
<
AT

i
o <xy <y

(a) Size-Change Abstraction de I'Integer-Interpreted Au-
tomaton de la Figure 1

(b) Size-Change Abstraction de I'Integer-Interpreted Au-
tomaton de la Figure 2

FI1GURE 3 — Exemples de Size-Change Abstractions

Définition 3 (Size-Change Abstraction). Un automnate Size-Change Abstraction est un uplet (K, I, F,x,T)
ou :

— K est un ensemble fini d’états,

— I et F sont respectivement les ensembles d’états initiaux et finaux,

— x est un ensemble fini de variables,

— T est un ensemble fini de transitions tel que T C (K, A,K), ot A est un ensemble d’inégalités de
la forme x1 > xf ou x1 = ah ol x1,x9 € x . Elles représentent les conditions de décroissance liant
la valuation avant la transition a la valuation apres. Les inégalités ne peuvent étre que dans le sens
décroissant : une ancienne variable plus grande qu’une nouvelle.



On supposera que tous les états d'un Size-Change Abstraction sont accessibles et co-accessibles, ce
qui sera toujours le cas pour une abstraction de programme.

On définit la sémantique de ces objets par valuations également. Une valuation est une fonction
7:x — N. On dit que 7,7’ E 2’ < y (respectivement 7,7’ F 2’ < y) lorsque 7/(z) < 7(y) (respectivement
7/(z) < 7(y)). On étend cette définition aux transitions, on notant 7, 7" E (g, a, ¢') si pour tout 2’ < y € a
(respectivement ' <y € a), 7/(x) < 7(y) (respectivement 7/(z) < 7(y)).

On dit de plus qu’une valuation 7 est bornée par N € N lorsque que pour tout x € x, 7(z) < N.

Définition 4 (Trace). Une trace d’un Size-Change Abstraction (K,I,F,x,T) est une suite T = 19 Lo,
51 b, ..., de valuations et de transitions de T telles que :

— pour tout i, sit; = (¢;,a,q;) et tiy1 = (qit1,0’, ¢, ), alors ¢ = qiy1

— pour tout i, T, Tiv1 F

Si la trace T contient k € N transitions, on dit de plus qu’elle est finie, et on définit sa longueur, notée
UT), par £(T) = k. Sinon on dit qu’elle est infinie, et on pose par convention {(T) = +oo. Elle est dite
bornée par un entier N € N lorsque toutes ses valuations sont bornées par ce méme entier. Elle est dite
acceptante si elle est finie, qo € I, et q;, € F.

Voici quelques résultats sur les Size-Change Abstractions.

Terminaison. Un automate Size-Change Abstraction est dit terminant lorsqu’il n’admet pas de trace
infinie commengant par un état initial. Cette terminaison est décidable [9].

L’automate de la Figure 3b termine, par les mémes arguments que ceux utilisés a la Section 2.1 pour
son Integer-Interpreted Automaton associé qui est représenté en Figure 2.

Complexité. On définit la complexité d’un Size-Change Abstraction terminant de maniere simlaire
a celle d’'un Integer-Interpreted Automaton terminant. On définit f comme la fonction associant & un
entier la longueur de la plus longue trace bornée par cet entier.

Théoréme 1 (Complexité d’un Size-Change Abstraction [0]). Il existe un rationnel a, appelé complexité
du Size-Change Abstraction, tel que f(N) =N_100 O(N¥). De plus, a est calculable par un algorithme
prenant en entrée un Size-Change Abstraction.

Cette complexité est une sur-approximation de la complexité temporelle du programme associé.

Lien avec les Integer-Interpreted Automata.

Proposition 2. Etant donné un Integer-Interpreted Automaton I et son Size-Change Abstraction associé
S. Si S termine, alors I termine également.

Cependant, la réciproque de cette propositions est fausse, comme nous le montre I’Exemple 1.

Exemple 1. La Figure 4 présente un contre-exemple a la réciproque de la Proposition 2. En effet,
UInteger-Interpreted Automaton représenté n’admet pas de trace acceptante infinie, alors que le Size-
Change Abstraction qui lui est associé en admet une. En effet, en notant v la valuation telle que v(x) =

L,viyy=1,v Lv Lyt L est une trace acceptante infinie du Size-Change Abstraction.

3 Automates max-plus

On introduit ici les automates max-plus, qui vont permettre d’étudier la complexité des Size-Change
Abstractions.



X:=m
y::.o L ;v::i:sye:zo x’ < Z, y/ < Yy
while (y<x) { W
y<x I
y++; yi=y+1 vz sz
b yzz e <ay <y

F1GURE 4 — Contre-exemple

3.1 Définition et exemples

Tout d’abord, on donne la définition d’une classe plus générale d’automates, les automates pondérés,
introduits dans [12].

Définition 5 (Automates pondérés). Un automate pondéré sur le semi-anneau S = (S, ®, ®) et l'alpha-
bet X est un uplet (Q,1,F,T) tel que :

— Q est un ensemble fini d’états,

— I C Q est l’ensemble des états initiauz,

— F C Q est l’ensemble des états finaux,

— T C QXX xS x Q est un ensemble fini de transitions.

Sémantique. Etant donné un automate pondéré (Q, I, F,T), un chemin est une suite

c= (qla ai, pi, qll)7 ey (qu7an7pn7q;l)
de transitions de T telles que pour tout 1 <4 < n, ¢; = ¢;11. On le notera souvent :

Q1 %QQ-u%Mq;
Son étiquette, notée etig(c) est le mot ay ...a,. Il est acceptant si ¢ € I, ¢/, € F. Son poids, noté
poids(c), est le produit de toutes ses transitions :

poids(c) = ® Di

1<i<n

Finalement, le poids d’'un mot w € ¥* est la somme des poids des chemins acceptants dans I’automate
étiquetés par ce mot :

poids(w) = @ poids(c)

¢ acceptant
etig(c)=w

Automates max-plus. De maniere plus spécifique, on va s’intéresser aux automates max-plus, c’est-
a~dire aux automates pondérés sur le semi-anneau (N U {—oc}, max,+). Dans ce type d’automate, le
poids d’un mot est donc le maximum du poids des chemins acceptants étiquetés par ce mot, et chaque
chemin a pour poids la somme des poids de ses transitions. Si un mot n’est pas accepté, par convention
son poids est —oo, ce qui revient au fait que tous les chemins acceptants étiquetés par ce mot ont une
transition de poids —oo.

Contrairement aux automates finis non-déterministes, les automates max-plus donnent des informa-
tions quantitatives : on peut compter certaines propriétés des mots (nombre d’occurences d’une lettre,
tailles de blocs...). On notera p4 : 3+ — NU{—o00} la fonction qui & chaque mot associe son poids dans
lautomate 4. Quand il n’y aura pas d’ambiguité sur 4, on notera simplement cette fonction p.

On remarque qu’avec cette définition, en rajoutant des transitions pesant —oco & un automate max-
plus, on ne change pas la fonction calculée par cet automate max-plus.



Exemple 2 (Quelques automates max-plus). La Figure 5 représente deuz automates maz-plus :
(a) Automate Ay : pa,(w) = |w|q.
(b) Automate Az : pa,(w) = max{n| a" facteur de w}.

a:l
a,b:0 a:l a,b:0
- b:0 A b:0

O 02050

b:0 T

(a) Ay (b) Az

FIGURE 5 — Deux exemples d’automates max-plus

On pose comme convention pour la suite que, pour tout n € N, n — co = —0co +n = —o0.

Définition 6 (Automate sous-jacent). Soit (Q,I,F,T) un automate maz-plus sur ’alphabet . Son
automate sous-jacent est automate fini non-déterministe (Q,I, F,T') ot (q,a,q") € T’ si et seulement
sl existe s € N tel que (q,a,s,q') € T. On notera L(A) le langage accepté par l'automate sous-jacent

de A.

Exemple 3. La Figure 6 représente un automate max-plus et son automate sous-jacent.

@

(a) Automate max-plus A (b) Automate sous-jacent de A

FIGURE 6 — Exemple d’automate sous-jacent d’'un automate max-plus

Les preuves des deux lemmes suivants sont en Appendice, Section A.

Lemme 1 (Langage rationnel associé). Soit A = (Q,I,F,T) un automate maz-plus sur l’alphabet 3.
Les langages {w € ¥* | p(w) > 0} et {w € &* | p(w) = —oo} sont rationnels.

Lemme 2 (Opérations sur les automates max-plus). Soit X un alphabet. Soient A; et Ay deux automates
maz-plus sur 3, et a ¢ X. Les fonctions :

— f1:w = max(pa, (w),pa,(w))

— forwr p-A1<w) +p-A2(w)

n+1
— f3 telle que pour tout n € N, (w;)1<i<n+1 € (X%)" T, fs(wia...qwnq1) = (Z DA, (wz)) +n
i=1

— fu telle que pour tout n € N, (w;)1<i<nt1 € (%)™, fa(wia...awpi1) = maxi<i<ni1 pa, (w;)
sont calculables par automate maz-plus.



Complexité.

Théoréme 2 (Complexité d’un automate max-plus [0]). Soit A un automate maz-plus sur Ualphabet 3.
Il existe « € QU {+o0}, o > 1, tel que :

sup  (|w]) =n—o0 O(n%)

pa(w)<n

Pour a = +o00, cela signifie qu’il existe une suite de mots de longueurs strictement croissantes et de
poids bornés.
De plus, il existe un algorithme qui prend en entrée un automate max-plus et calcule ce rationnel.

La complexité d'un automate max-plus est définie par le &« donné dans le Théoreme 2. On dit de plus
que 'automate max-plus termine si cette complexité est finie.

3.2 Lien avec les Size-Change Abstractions

On généralise ici une transformation d'un Size-Change Abstraction en automate max-plus donnée
dans [6] pour faire le lien entre les complexités des deux modeles.
Considérons un Size-Change Abstraction S = (IC, I, F, X, T).
On construit un automate max-plus A;, sur 'alphabet T, (Q x (X U {start; stop}),I x {start}, F' x
{stop}, T') ot T’ est défini de la maniere suivante :
—sit = (q1,A,q) €T etz <z; €A, alors ((q1,),t,1,(q2,y)) € T' pour & € {start,z;} et
y € {stop, x;},
—sit = (q1,A,q) € T etz <z; €A, alors ((q1,%),t,0,(q2,y)) € T' pour & € {start,z;} et
y € {stop, x;},
— sit=1(q,a,¢') €T, alors ((q1, start), t,0, (g2, start)) € T" et ((q1, stop),t,0, (g2, stop)) € T".
On construit un automate max-plus Ay de la maniére suivante :
— On construit un automate fini non-déterministe reconnaissant {w | p4,(w) = —oo}, ce qui est
possible par le Lemme 1.
— On rajoute un poids 1 & chaque transition de cet automate. L’automate A, est I’automate max-plus
obtenu.

Cet automate max-plus calcule donc la taille des mots qui ont un poids —oo par 'automate max-plus
Aj.
L’automate max-plus associé au Size-Change Abstraction est alors celui qui calcule la fonction de 7*
dans N :
w = max(pAl (w)’p.A'z (w))

Cet automate max-plus existe par le Lemme 2. Il est I'union disjointe de ces deux automates.
Dans la suite du rapport, on le notera As = A; L As.

Exemple 4. La Figure 7 représente l’abstraction en automate max-plus de la Figure 3a.
Tout d’abord, le résultat suivant constitue un lien fondamental entre ces deux modeles.

Proposition 3 ([6]). Etant donné un Size-Change Abstraction S terminant, alors As et S ont la méme
complezité.

Un des résultats principaux de ce mémoire, donné dans la Proposition suivante, est la preuve que
I’hypothese de terminaison est superflue.

Proposition 4. Etant donné un Size-Change Abstraction S, As est terminant si et seulement si S est
terminant.

La preuve de ce théoréme est en Appendice, dans la Section B. Elle se compose des deux implications
réciproques :
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tl,tQ,tg 01

\ ty,t2,13:
l/t

Ay
tQ, tg 10
Ay
— représente une transition étiquetée par t; : 0
S représente deux transitions étiquetées par to : 0 et t3: 1

représente une transition étiquetée par to : 0

FIGURE 7 — Automate max-plus obtenu grace au Size-Change Abstraction de la Figure 3a

— Si S ne termine pas, alors As ne termine pas. Pour cela, il faut prouver au préalable que si &
admet une trace infinie, il admet une trace infinie bornée. Donc on peut trouver un cycle tel que
la valuation de sortie est la méme que la valuation d’entrée. Dans ’automate max-plus, on peut
ainsi construire des mots arbitrairement longs de poids bornés en itérant ce cycle.

— Si Ag ne termine pas, alors S ne termine pas. Il existe une borne N et des mots arbitrairement
longs de poids bornés par N. Donc il existe dans S une trace arbitrairement longue bornée par N.
En prenant une trace suffisamment longue, on peut trouver un cycle dont la valuation de sortie est
la méme que la valuation d’entrée. On construit alors une trace infinie bouclant sur ce cycle.

Corollaire 1. Etant donné un Integer-Interpreted Automaton I et son automate maz-plus associé A, si
A termine alors T termine également.
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4 Etude d’une famille spécifique d’automates max-plus a com-
plexité rationnelle

L’Integer-Interpreted Automaton et le Size-Change Abstraction (ou son automate max-plus associé)
donnent a priori deux différentes sur-approximations de la complexité d’un programme. La complexité
d’un Integer-Interpreted Automaton est entiere alors que celle d'un Size-Change Abstraction est ration-
nelle. Il pourrait donc exister une famille de programmes tels que leurs automates max-plus et Integer-
Interpreted Automata associés soient terminants, et que la complexité de leurs automates max-plus soit
plus précise.

Pour explorer cette possibilité, on se concentre sur les automates max-plus de complexité rationnelle.
Existe-t-il un automate max-plus de complexité a pour chaque « rationnel ? Si oui, existe-t-il un pro-
gramme qui se traduit dans cet automate max-plus ? A-t-il une complexité rationnelle également ? Quel
est son Integer-Interpreted Automaton associé? Dans cette partie, on présente la démarche qui a abouti
a la construction inductive d’une famille d’automates Ay, de complexité % pour tout (k,¢) € N* x N tel
que ¢ < k. On considerera dans toute cette section X = {a; | 1 < i < k}, un alphabet & k lettres.

4.1 Quelques exemples

On donne deux exemples d’automate max-plus de complexité 2 et %

Automate max-plus de complexité 2. Un automate max-plus calculant la longueur des mots est
de complexité 1. Essayons de trouver un automate max-plus A; o de complexité 2. On veut que pour un
entier n donné, le mot le plus long ayant un poids inférieur & n soit de longueur équivalente & n%. On
peut compter jusqu’a n? avec deux compteurs initialisés & 0 en répétant les opérations :

— le premier augmente jusqu’a atteindre n, il redescend a 0,
— le deuxieme augmente de 1,

jusqu’a ce que les deux compteurs soient & n. L’exécution a n(n+ 1) étapes, et les compteurs ont au plus
été égaux a n. On peut imaginer une machine qui fonctionnerait de maniere similaire :

— Elle possede deux compteurs.
— L’exécution s’arréte lorsque I'un des deux dépasse n.
— A chaque itération, on a le choix entre

— faire augmenter le premier de 1,

— le redescendre a 0 et augmenter 'autre de 1

Intuitivement, on voit que la plus longue exécution possible est de longueur n(n+1). Il y a un automate
qui mime exactement ce comportement, définit sur {a,b}*, illustré par la Figure 8.

a,b:0 a:l a,b:0 a:0
I
b:1

FIGURE 8 — A 5

En effet, cet automate calcule le maximum entre le plus grand bloc de a et le nombre de b. Ainsi, le
premier compteur est représenté par le calcul du plus grand bloc de a, et 'autre par le calcul du nombre
de b :

— si on rencontre un a, le premier compteur augmente de 1,

— si on rencontre un b, le premier compteur se remet a 0, et le second est incrémenté de 1.

12



Cet automate a une complexité de 2. Les mots de la forme (a™b)"a™ sont des témoins de cette
complexité. On appellera informellement par la suite ce type de mots les mots bien répartis.

En rajoutant des lettres et en comptant les blocs de maniére similaire, on peut obtenir une famille
d’automates max-plus de complexité k£ € N.

Automate max-plus de complexité % On a vu dans le paragraphe précédent que les mots bien-

répartis sont pertinents dans le cadre de notre étude. On essaye donc de chercher un automate :
— défini sur Palphabet ¥ = {a, b, ¢}
— dans lequel les mots ((a™b)"c)™(a™b)™a™, de longueur équivalente & n

n2

3. aient un poids équivalent a

2 sont :

On remarque que des éléments de ce mot équivalents a n
— le nombre de b, additionné au nombre de c,
— les blocs de a et b entre chaque c,

— la somme sur les couples de ¢ consécutifs de la longueur d’un bloc de a entre ces deux ¢, additionné
au nombre de c.

On peut construire un automate qui calcule exactement le maximum de ces valeurs. L’automate est
représenté en Figure 9. Soit w = wyc...cwp1 un mot sur X tel que pour tout ¢, w; ne contient pas de c;
l’automate calcule :

max (mlax(wiD, Z(pALQ (wy)) + P)

i

L’automate A3 2 a une complexité de %

a,b:1
—| start c:0 @ c:0 @ *}
[
a,b,c:0 a,b,c:0 c:1

FIGURE 9 — A3 2

Dans la suite, on définit une famille d’automates qui a une complexité rationnelle en utilisant des
idées similaires.

4.2 Familles de complexité 0 et +oo

Comme illustré dans les exemples précédents, on va procéder par induction. On donne ici les familles
de bases de I'induction.

Famille (Ao k)gen+. Soit k€ N*, on définit Ao = ({qx}, {ar}, {ar}, T) sur Ty, ou :

T= {(Qk,aaOan) | ac Ek}

La Figure 10a représente un élément de la famille (Ag x)gen~-
Cette famille a pour complexité +oo : tous les mots ont un poids nul, toute famille de mots de
longueur strictement croissante est témoin de cette complexité.
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Famille (A x)r>1. Soit & € N*, on définit Ak = ({qx}, {qx}, {qx}, T) sur X ot :
T= {(qk7aa laqk) | a € Ek}

La Figure 10b représente un élément de la famille (A ).
Cette famille a pour complexité 1 : tous les mots ont pour poids leur longueur.

a€X:0 a€Xy:1
(a) Ao,k (b) Ag.k

FI1GURE 10 — Familles de complexité 0 et o0

4.3 Atteindre tous les rationnels

On définit par induction les automates (Ag,k )z pemxn=),k>¢ sur Ualphabet .
— Si¢=0, Ay est 'automate défini dans la Section 4.2.
— Sif =k, Ay est Pautomate défini dans la Section 4.2.

— Sik > ¢ >0, on suppose construits A, x—1 et A p—1 de fonctions de poids respectives py_q p—1 et
De,k—1. On définit une fonction py ,, de la maniére suivante : étant donné un mot w = w1 ak41...Gp41Wp4+1
ot (wi)1<i<p1 € (Zf)PT,

pex(w) = max ﬁi?ggilm,m(wi), 1<§+1p5,1,k,1(wi) +p

Théoréme 3. Pour tout (¢, k) € NxN*, k> ¢, la fonction pej est calculable par un automate maz-plus
Ag i de complezité £.

La preuve de ce théoréme est en Appendice, & la Section C. Elle suit la trame suivante :

— Tout d’abord, on prouve que pyj est calculable par un automate max-plus en utilisant le Lemme
2.

— On montre que la complexité de 'automate Ay, est plus grande que % en exhibant une famille de
mots particuliers. Cette famille (wy, )n est celle des mots bien répartis sur I’alphabet ¥, qui ont
longueur équivalente & n* et poids équivalent & n dans A fe-

— On montre par induction que la complexité de 'automate Ay i est plus petite que %. On commence
par traiter par récurrence sur k le cas £ = 1 qui differe du cas général, en utilisant les propriétés de
la famille de base (A 1 )ken~. On traite ensuite le cas général en prenant comme familles de base les
familles (A1 k)ken+ et (Agk)ken+. Les dépendances de cette induction sont illustrées par la Figure
11. On voudrait montrer que la famille (w,, ), est optimale : pour chacun de ces mots, il n’existe
pas de mot plus long de poids inférieur. Cependant, la preuve exacte nécessiterait des arguments
combinatoires tres complexes. On prouve 'optimalité de cette famille de maniere asymptotique :
il existe une constante C' telle que pour tout n, un mot de poids inférieur au poids de w,, , est de
longueur inférieure & Clwy, k|-

4.4 Retour a I'Integer-Interpreted Automaton

A partir des ces automates max-plus particuliers, on peut construire des Size-Change Abstractions et
des programmes de méme complexité asymptotique, donc de toute complexité rationnelle. La complexité
donnée par l'Integer-Interpreted Automaton sera donc plus grande que celle donnée par 'automate
max-plus, puisqu’il donne un entier sur-approximant la complexité du programme, alors que I’automate
max-plus donne un rationnel.
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Complexité 400 Complexité 1

FIGURE 11 — Dépendances de I'induction

On a codé un programme prenant en entrée k et qui retourne le code d’un programme de complexité
k dont I'automate max-plus associé est équivalent & A; . On a testé les programmes jusqu’'a k = 4 et
I'Integer-Interpreted Automaton associé a complexité k. A partir de k = 5, le programme généré est trop
gros pour étre traité par Integer-Interpreted Automaton.

Enfin, on a un programme (en Appendice) de complexité % correspondant a 'automate As 2, pour
lequel I'Integer-Interpreted Automaton associé ne peut donner qu’une complexité supérieure & 2.

Les démarches, les programmes et le code développés dans ce cadre sont exposés en Appendice, dans
la section D.

5 Composition des deux méthodes

Les deux méthodes étudiées ont ainsi des propriétés tres différentes. Il parait difficile de les méler car
les procédés sont extrémement différents. Cependant, il semble possible de les composer.

5.1 Intégrer un Integer-Interpreted Automaton a un automate max-plus

On analyse un programme. On souhaite traiter certaines boucles de ce programme avec la méthode des
Integer-Interpreted Automata , pour ensuite réinjecter les informations obtenues dans 'automate max-
plus. Ainsi, on pourra élargir le champ des programmes traités par cette abstraction, et dans certains
cas grandement améliorer les résultats des deux méthodes.

L’information donnée par I'Integer-Interpreted Automaton sur les boucles considérées qui nous est
utile est la complexité. Cette sous-partie présente la maniere d’intégrer cette complexité a 'automate
max-plus correspondant.

Intégrer les informations aux transitions. Lorsque l'on sait déja qu’une boucle du programme
termine pour toutes valeurs des variables en début de cette boucle, on peut remplacer cette boucle par une
transition. Cependant, il faut prendre en compte la complexité de cette transition, qui ne représente plus
une étape élémentaire mais un ensemble d’étapes élémentaires. Il faut de plus récupérer des informations
sur ’évolution des variables pendant cette boucle.

Pour cela, on va définir un nouveau modele d’automate max-plus , I’automate max-plus pesant : on
rajoute un deuxieme poids a chaque transition.

Définition 7 (Automate max-plus pesant). Un automate max-plus pesant sur l’alphabet ¥ est un uplet
(Q,1,F,T) tel que :
— Q est un ensemble fini d’états,

— I C Q est l’ensemble des états initiauz,

— F C Q est l'ensemble des états finau,

15



— T COAxXxNxQx Q est un ensemble fini de transitions.

Dans le cadre de I'abstraction de programme, ce deuxiéme poids représente la complexité de la

transition, c’est-a-dire le nombre d’étapes élémentaires ont été condensées en une transition. Cependant,
ce n’est pas un poids explicite, mais un poids correspondant a l’exposant maximal du polyndéme de
la complexité trouvée par Integer-Interpreted Automaton sur la boucle étudiée. Lorsque 'on utilise la
méthode d’abstraction du programme en automate max-plus, on met des poids nuls partout initialement.

6

Conclusion
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A Propriétés des automates max-plus

Preuve du Lemme 1. Soit w € X*.

— Si p(w) > 0, alors il existe un chemin acceptant étiqueté par w de poids positif. Notons ¢; =
(g1,01,01,92)s -t = (Gns @ny Drs @nt1) les transitions qu’il emprunte. Tous les poids des transitions
de ce chemin sont positives. En effet, supposons qu’il existe i tel que p; soit —oo. Le poids du chemin
serait —oo. Si toutes les transitions ont un poids positif, alors, pour tout i < n : (g;,a;, ¢i+1) est
dans l'ensemble des transitions de I'automate sous-jacent de A. De plus, ¢; est dans I’ensemble
des états initiaux de cet automate, et ¢,+1 dans son ensemble des états finaux. Donc il existe un
chemin acceptant étiqueté par w dans 'automate sous-jacent de A.

— Si w est reconnu par 'automate sous-jacent de A4, il existe un chemin acceptant étiqueté par w
dans cet automate, notons le t1 = (q1,a1,¢2), ...tn = (Gn, @n, gn4+1). Pour tout 1 < i < n, il existe
p; € N tel que (q;,a,pi,qi+1) € T, par définition de Pautomate sous-jacent. De plus, ¢; € T et
Gn+1 € F. Il existe donc un chemin acceptant étiqueté par w dans A. De plus, tous les poids des
transitions de ce chemin sont positives. Ainsi, leur somme est positive. Puisque par définition du
poids d’un mot dans A, p(w) est plus grand que le poids de ce chemin, p(w) > 0.

Donc {w € &* | p(w) > 0} est rationnel. Or, {w € £* | p(w) = —oo} est le complémentaire de ce langage.
Par cloture par complémentaire des langages rationnels, il est également rationnel. O

Preuve du Lemme 2. — On pose A3z I'union disjointe de A; et A, c¢’est-a-dire que, en notant A; =
(thh F17T1) et AQ = (QQ) 127F25 T2)7 alors

A3 = (Q1UQ2, [ Uy, Fy U Fy, Th UTy)

En effet, considérons un mot w sur 'alphabet X.

— Soit ¢ le chemin acceptant de w dans A; de poids p ., (w), alors c’est également un chemin de
w dans Ajg, car tous les états et transitions de A; sont dans Asz. Donc p4, (w) = poids., (¢) =
poidsa,(c) < pa,(w)

— Symétriquement, pa,(w) < pa,(w)

— Inversement, puisque 'union est disjointe, le chemin acceptant de w dans A3 de poids maximal
est également un chemin de w dans 4; ou dans Ay. Donc pa,(w) < max(pa, (w),pa,(w))

On en déduit que pour tout mot w :

bas (U)) = ma‘X(p-Al (w)7 ba, (U}))

— On pose Az = A; x Ay, c’est-a-dire le produit des automates, comme on le ferait pour des automates
classiques. On pose comme poids pour chaque transition la somme des poids des transitions dont
elle est le produit. Formellement, si A; = (Q1, 1, F1,T1) et Ay = (Q2, I2, F5,T5), alors on pose :

As = (Q1 x Q2,11 X Iz, Fy x F,T5)

ol T3 = { ((qlaq2)7a’7p1 +p27 (qiaQé))a ac Z1 U 225 (qlaaaphqi) S T17 (QQ7a7p2,ql2) S TQ}
On notera de plus ces nouvelles transitions comme les produit d’anciennes, soit en reprenant les

notations préCédenteS : ((Qh CI2)7 a, p1 + b2, (q/17 ql2>) = (q17 a, P1, qll) X (CI27 a, p2, q/2>
Ainsi, si w est un mot sur X1 U Xo,

— Soient ¢; et ¢y deux chemins acceptants maximaux de w dans A; et As,

t1 tp
C1=(q1 —> ... —>(p+1

’ ’

o ty tp /
C2=q1 —7 - —7 4y

t Xt t, Xt
Alors ¢ = (q1,4)) Rkt N A N (@p+1,qpy1) est un chemin acceptant de w dans As, et en

notant pour tout 1 < i < p p; le poids de la transition ¢; et p} celui de ¢} :

poidsa,(c) = > (pitpi) = Y pit > pi = poidsa,(c1)+poids.a,(c2) = pa, (w)+p.a,(w)

1<i<p 1<i<p  1<i<p

Et donc :
Pas(w) > pa, (w) + pa,(w)
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t1 X t,l tp X t/p / . .
o — (Gpt1, qpﬂ) est un chemin acceptant maximal

t1 t:D ! t’l t;? ! .
de w dans As, alors ¢; = ¢ — ... —>A Ip+1 €6 c2 = ¢4 — ... — ¢qp41 sont des chemins
acceptants de w dans A; et As, et de méme

Pas (W) = poids a,(c) = Z pi+p}) = Z i + Z p; = poids ., (c1) + poids a,(cz)

1<i<p 1<i<p 1<i<p

— Réciproquement, si ¢ = (q1, ¢})

Et donc :
pas(w) < pa, (w) +pa,(w)

Donc, pour tout mot w de 1 U X,

Pas (W) = pa, (W) +pa,(w)

Exemple 5. La Figure 12 représente deur automates et leur somme.
c:1 c:1 c:1
—{ o a1 q2
i 3 ( 2 '7‘78

*> ) Somme de A; et A

) Automates max-plus A; et A2

FIGURE 12 — Exemple de somme de deux automates max-plus

Soit A = (Q, I, F,T) un automate max-plus sur l'alphabet X. On construit A’ = (Q, I, F,T’) sur
lalphabet ¥ U {a} ot :
T/:TU{(f7a7]"i)7i€I7f€F}

Soit w un mot sur ¥ U {a}. On peut I’écrire de maniére unique : w = w1a...aWp4+1 oU (W;)1<i<p+1
famille de mots sur X. Soit ¢ un chemin acceptant maximal de w dans A’. On peut 1’écrire :

- t1,1 t1,jwy | t tp tpt1,1 bp+1,Jwp 1|
C=q11 —>q1,2-- — 7 Q1w |+1 —7 42,1---Qp,|lwy|+1 —7 dp+1,1 Ap+1,|wpy1|+1

oupour tout 1 <i<p+1,1<j < |wl,

. ti1 i jw, |
etiq(gin —= - = Qi Jw;|+1) = Wi

Si1<i< p, ti = (Qi,|wi|+17a7 1aqi+1,1) € T/\T
ql,l S I? Qp+1,\wp+1|+1 c F

On en déduit immédiatement que pour tout 1 <i <p-+1,

. ti1 i Jw; )
etiq(qin ——= ... == i jw;|+1) = Wi
g€l
qi,\wqu-l er

ts, i, w; | . " .
Tous les g; 1 RAILI LT i |w;|+1 sont donc des chemins acceptants étiquetés par les w; dans A.
Ainsi :
. . ti1 i jw; |
pa(w) = poidsa(c) = Z poids4(gi1 — ... —
1<i<p+1

@i, jwi|+1) TP
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i, |
< E pA(gin LA = G| +1) TP
1<i<p+1

Inversement, si on a (¢;)1<i<p+1 chemins acceptants maximaux des (w;)i1<i<p+1 dans A, ot pour
tout 1 < <p+1,

ti, Li, ;|
@ =it ST w41
on peut définir ¢ un chemin acceptant de w dans A’. En notant, pour tout 1 < i < p, t; =
(inlwi|+17a7 L, qiv1,1) :

t1 tp
C=10C1 = . = Cp1
En effet, pour tout 1 <@ < p, (¢ juw,|+1,0, 1,¢i41,1) € T', car q; ju,|+1 € F et gir1,1 € I. Ainsi,

pa(w) > poids 4 (c) = poids.ar(c NN Cpt1) Z poidsa(c;) +p = Z pale) +p
1<i<p+1 1<i<p+1

On en déduit que :

paw)= > palci)+p

1<i<p+1

Exemple 6. La Figure 13 représente un automate A = (Q,I, F,T), sur un alphabet &, et l’auto-
mate calculant f3.

A

—| I | A F

(a) Automate max-plus A

(b) Automate obtenu & partir de A, calculant f3

FI1GURE 13 — Exemple d’application du Lemme 2

— Soit A= (Q, I, F,T) un automate max-plus sur Palphabet 3. Notons A’ = (Q U {start, stop}, I U
{start}, F U {stop},T") sur U {a} ol

T' = Tu{(start,a,0,i), i € IYU{(f,a,0,stop), f € F}U{(start,l,0,start), | € XU{a}}{(stop, 1,0, stop), | € LU{a

Soit w un mot sur ¥ U {a}, w = wia...awp41 out les (w;)1<i<pt1 sont définis sur 3.
Soit ¢ un chemin acceptant de w dans A’. Il peut étre de la forme :

try+1 thy4ko—1 by +ky by 4ko+1 tlw|

123
start t—1> .start i) q1 Gk stop stop

tq1 k1+1 \
start — ...start *% q1 —) LI q|w| kp+1

tlo—1

q1 —> —> Qs —> stop —> H stop
q1 LT —> dlw|+1

— Si le chemin est la premiere forme, on a g1 € I, qr, € F. De plus, ti, et i, +r, sont étiquetées

par la lettre a, et aucune transition ¢;, k1 < ¢ < k1 + ko n’est étiquetée par a, car ce sont
try+1 thy+ko—1

des transitions de T'. Ainsi, le chemin ¢ k., étiqueté par un mot w’, est
acceptant dans A, et aw’a est un facteur de w. Donc il existe 1 < ¢ < p + 1 tel que w’ = w;.
Enfin,
t t -
poids a4 (¢) = 0+ poidsa (g1 ——— ... =25 2 ) +0
. try+1 thy+hkg—1
= poids4(q1 —— ... ——— qi,)

< pa(w') = pa(w;)
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— Si le chemin est de la deuxiéme forme, avec le méme raisonnement que précedemment, on

. ‘o ) thy+1 w .
obtient que tj, est étiquetée par a, 1 SR ENLIN Qw|—k,+1 €st un chemin acceptant dans

A, étiqueté par un mot w’, et aw’ est un suffixe de w, donc :
. . tey+1 tiw)
poids ar(c) = 0+ poidsa (g1 —— ... — Quo|—ky+1)

. thy+1 jw)|
= poids A(q1 —— ... —= Qlu|—ki+1)
< pA(wp+1)
— Si le chemin est de la troisieme forme, alors symétriquement :

1 trho—1

poidsa (c) = poidsa (g1 — ... — qx,) +0

< palwr)
— Si le chemin est de la quatrieme forme, alors w ne contient aucun a, et ainsi :
poids ar(c) = poids a(c) < pa(w)

Réciproquement, considérons pour i fixé ¢ = q1 — ... = q|u, |41 le chemin acceptant de w; dans A
tel que pa(w;) = poids4(c). On construit le chemin dans A’ :

— ' = start — ... — start — c— stop — ... > stopsil <i<p+1,

— ' =start — ... = start w csii=p+1,

— ' =c— stop— ... = stopsii=1,

— cd=csil=i=p+1.
acceptant et étiqueté par w. C’est possible car :

— On peut étiqueter les transitions partant de start et entrant dans start par n’importe quelle
lettre,

— On peut étiqueter les transitions partant de stop et entrant dans stop par n’importe quelle
lettre,

— Le premier état de c est initial,
— Le dernier état de c est acceptant.

Dans tous ces cas,
par(w) > poids 4 (c') = poidsa(c) = pa(w;)

On en déduit que pour tout w dans A’ :

{ 34, par(w) < pa(w;)
Vi, pa(w;) < pa(w)
Ainsi,

par(w) = ggljgﬂ(m(wi))

Exemple 7. La Figure 1/ représente un automate A= (Q,I, F,T), sur un alphabet &, et lauto-
mate calculant fy ot a ¢ X.

O

B Preuve de la Proposition 4

Pour prouver ce théoreme, plusieurs résultats préalables doivent étre prouvés.
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| bex:0
A /_\
I BT
(a) Automate max- \aTO/
plus A
a:0

(b) Automate obtenu & partir de A, calculant fa

FIGURE 14 — Exemple d’application du Lemme 2

Notations. Soit T =7 U, .. une trace d'un Size-Change Abstraction (IC, I, F,x, T). En notant pour
tout i < U(T'), t; = (qi, @i, Git1)

— Si M >0, et v une valuation, on note v + M la valuation telle que pour tout x € x :
(v+ M)(z) =v(z)+ M

— On dit que le mot t1t5.. est le mot associé a la trace. 1l est dit acceptant si la trace est acceptante.
— Si v, v des valuations, on note v < v/ si pour tout x € x, v(z) < v/'(x).
— De maniére similaire, si v,v’ des valuations, on note v < v’ si pour tout x € x, v(z) < v'(z).
— On dit que zj, ..., 7, est une chaine d’inégalités de T sipour tout j < i <k, x| <zjouz, <
est dans a;. On note de plus C(T') I'ensemble des chaines de la trace T'.
— Sic=uxj,...,xx € C(T), alors on note strict(c) € NU{+oo} le nombre d’'inégalités strictes de cette
chaine, soit :
strict(c) = |{j <i <k |4 <z €a}

Résultats. Tout d’abord, nous établirons la co-accessiblité des cycles avec le Lemme 3.

Puis, nous prouverons les Lemmes 4, 5, 6, 7 et Corollaires 2, 3, utiles pour la preuve de la Proposition
5 qui établit I’existence d’une trace infinie bornée dans le cas ou une trace infinie existe pour un Size-
Change Abstraction donné.

Ensuite, nous prouverons

— le Lemme 8 concernant les Size-Change Abstractions,

— les Lemmes 9, 10, et 11, ainsi que le Corollaire 4 concernant les liens entre traces et mots d’un
Size-Change Abstraction et de son automate max-plus associé,

qui seront des outils précieux pour la preuve finale.
Enfin, on prouvera le theoreme 4.

Lemme 3 (Co-accessibilité des cycles). Etant donné un programme P, S = (Q,I,F,x,T) son Size-
Change Abstraction associé, et A son automate maz-plus associé, alors tous les cycles de A sont co-
accessibles.

Démonstration. Soit C = (q1,21) Lipy, e, (¢n+1,Tnt+1) un cycle de A, c’est-a-dire ot g1 = ¢p41-

Pour tout 1 < i < n+1, z; € xU{start, stop} et ¢; € Q.Prouvons que ce cycle est co-accessible. Il contient
au moins une transition, ((¢1,1),%1,p1, (¢2,22)). Par construction, puisque ((q1,1),t1,p1, (g2, 22)) est
une transition de A, alors ((q1,21),t1,p1, (g2, stop)) est également une transition de A. Or, tous les

états de S sont co-accessibles, donc il existe un chemin gs LENSLUN Gm+1 dans S ou g1 € F. Par
construction de ’ensemble des transitions de A : pour tout 2 < i < m, ((g;, stop),t;,0, (gi+1, stop)) est
une transition de A. Ainsi, on peut construire le chemin suivant dans A :

((q1,21),t1,p1,(g2,72))

) ((g2,stop),t5,0,(gs,stop)) ((gm,stop),t;,,,0,(qm+1,5t0p)) (

(q1, 1) (g2, stop Um+1, Stop)

et de plus (gmy1, stop) est final. C' est donc co-accessible dans A, d’ou le résultat. O
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Lemme 4 (Construction de trace). Etant donné S = (Q,I,F,x,T) un Size-Change Abstraction, si
(q1,01,q2)s s (Qns Oy Gny1) Suite d’éléments de T et 41 est une valuation sur x, alors on peut construire
(q1,a1,92) (qn,an,qn+1)

une trace T =14 Tnt1 bornée par max,ey (Tnt1(x)) +n+ 1.
Si de plus g1 € I et g,a1 € F, alors cette trace est acceptante.

Démonstration. Soit S = (Q, 1, F,x,T) un Size-Change Abstraction, et (q1,a1,¢2), .-, (qn, @n,gn+1) une
suite d’éléments de 7. On pose M = max ey (Tnt1(z)) + 1 et, pour tout 1 < ¢ < n+ 1, pour tout x € ¥,

Ti(x)=M+n—i

(g1,a1,92) (gn,an,qn+1)
Prouvons que T'=7; Tn+1 €St une trace :

— (q1,61,92), .-, (Gn, @n, Gny1) représente un chemin dans S
— pour tout 1 <4 < n, pour tout z,y € ¥,
— Siz' <ye€aalors M +n—i=m7(y) >7mp(x)=M+n—i—1.
— Siz' <y€a;alorsn+1—1i=mr(y)>7m(x)=n—1i
— Maintenant, sii=n :
— Sia’' <y € ay, alors M = 7,(y) > 141(x).
— Siz' <y € ay, alors M = 7;(y) > 7p1(x).

Les valuations recpectent donc les ensembles d’inégalités des transitions. T est donc une trace, et de plus

bornée par M + n. Si de plus ¢1 € I et q,41 € F, alors cette trace est acceptante. O]
Corollaire 2 (Construction de trace). Etant donné S = (Q,1,F,x,T) un Size-Change Abstraction, si
(q1,01,92)5 -y (Gn, @y Gny1) suite d’éléments de T, alors on peut construire une trace T = 11 M)
. _>(q"’amqn+l) Tni1 bornée par n.
Si de plus q1 € I et g1 € F, alors cette trace est acceptante.
Démonstration. On pose 7,41 = 0, et on a le résultat immédiatement par le Lemme 4. O

Corollaire 3 (Caractérisation des mots associés & une trace). Etant donné S = (Q,I,F,x,T) un Size-
Change Abstraction, si (q1,a1,G2), -, (Gn, O, Gn+1) suite d’éléments de T, alors (q1,a1,42)---(qn, Gn, Gni1)
est un mot associ€ a une trace.

Si de plus q1 € I et gn11 € F, alors ce mot est acceptant.
Démonstration. Par le Corollaire 2, il existe une trace T' = 71 (g1,01,82) (gn.an 2n 1) Tnil, acceptante
si et seulement si q; € I et g,41 € F, d’ou le résultat. O

Lemme 5 (Assemblage de traces). Etant donné S = (Q,1,F,x,T) un Size-Change Abstraction, si :

(g1,a1,92) (gn,an,qn+1) L
— Ty =7 — b — Tny1 est trace telle que q1 est initial
(n41:0n41,qn+2) . .
— Ty = Tpy1 ————""" .. est une trace infinie
(q1,01,92) (qn;@n,qn+1) (n+1,an+1,qn+2) . .
Alors T =11 —— e — Ty T ... est une trace infinie.

Démonstration. Soit S = (Q, I, F,x,T) un Size-Change Abstraction, et T7, Ts, et T des traces telles que
ci-dessus, alors :

—q el
— Si 1 <i < n, alors les valuations 7; et 7,41 respectent a; car T est une trace.
— Sin <4, alors les valuations 7; et 7,41 respectent a; car Th est une trace.
Donc T est une trace telle que ¢; € I. O

Lemme 6 (Répétition de cycles dans une trace). Etant donné S = (Q,I,F,x,T) un Size-Change
(Q1,a17q2) (Q7z7an7‘Z1) (‘hyaly‘h) (Q'ruan#h)

Abstraction, si C = 1y

(q1,01,92) (qn,an,q1) . . P
1 T1... est une trace infinie bornée.

71 est une trace. Alors T = 11
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Démonstration. Soit S = (Q, I, F,x, T ) un Size-Change Abstraction, et C' = 7 (a1,81,42) (gr.an01) T1

(g1,a1,92) (gn,an,q1) (q1,a1,q2) (q an,q1)
une trace. Posons T = 71 —— LS e ..Sii > 0, notons i = gn+j

la division euclidienne de i par n. Le 19" état de T est g, par perlodlclte de T.

— Si 1 < j < n, alors puisque C' est une trace, 7; et 7,41 respectent a;.
— Si j = n, alors puisque C' est une trace, 7, et 71 respectent a,,.
T est donc une trace infinie. O

Lemme 7 (Elévation d’une trace). Etant donné S = (Q,I,F,x,T) un Size-Change Abstraction, si T =

(g1,a1,92) (qn,@n,qni1) (q1,a1,92) (qn,@n,qny1)
Ty Tnt1 est une trace, et 7 > 11, alors T' = 7| Toun. Totl

est une trace.

Démonstration. Soit S = (Q, 1, F, x,T) un Size-Change Abstraction, et T =7y (@1.01,2), - (nandnts)

. (q1,01,q92) (qns@n,qn+1)
Tpt1 Une trace, et 7/ > 7 une valuation. Notons 77 = 7/ ———% 1... — " Tntl-
+ ) 1 1 +

— Si 1l <i<mn,alors 7; et 7,11 respectent a;.
— Si 4 =1, alors pour tout z,y € x
— Sia' <y € ay, alors 71(y) > 11(y) > 72(x)
— Siz' <y € ay, alors 71 (y) > 11(y) > 72(x)
Ainsi, T’ est une trace. O

Proposition 5 (Traces infinies bornées). Si un Size-Change Abstraction admet une trace acceptante
infinie, alors il admet une trace acceptante infinie bornée.

Démonstration. Soient S un Size-Change Abstraction (Q,I, F,x,T), et T =7 M ... une trace

infinie de S telle que ¢; € I si elle existe.

(95,0;,95+1) (qk—1,0K-1,95)

T, dans T'
tel que 7; < 7. Etant donné que Q est fini et que 7' est infinie, il existe ¢ € Q qui apparait une infinité
de fois dans T'. Considérons la suite des occurences de ¢ dans T', (i, )nen. On va numéroter les variables
de x : x = {y1,..-,yn }. Trouvons un cycle tel que décrit ci-dessus partant de q.

Tout d’abord, prouvons qu'il existe une trace cyclique C' = 7;

— Il existe une sous-suite de (4, )nen , que I'on va noter (i) )nen telle que pour tout j > 0,

Tipy (Y1) < Ty (1)

En effet, soit la suite est bornée, et on peut en extraire une sous-suite stationnaire, soit une sous-
suite tend vers 'infini, et alors on peut en extraire une sous-suite croissante.

— On réiteére ce procédé avec la sous-suite obtenue et la variable suivante, et ceci jusqu’a avoir traité
toutes les variables.

On obtient donc une sous-suite de (in)nen Notée (ig(n))nen telle que pour tout x € x, pour tout j > 0

Ty (%) < Tigy10y ()

Et ainsi,
<

9(1) — 0(2)

(Qig(l) 7Cb1ig(1) 7Qig(1)+1) (Qig(Q)—lvaig(z) -1 7%9(1) )

On prend C =
Tigy = Tigea)-
Maintenant, déduisons-en ’existence d’une trace acceptante infinie bornée pour S.
(@i, 1y 2@, oqy o Ti gy +1) (G gy —1:@i 0y —15Ti (1))

Par le Lemme 7, C' = 75 o) o) e 92 92 gt Ti, €St une trace. Par le
Lemme 6, en mettant ce cycle C’ bout & bout & l’mﬁm on obtient une trace infinie et bornée. Or, il y
a un chemin d’états g1, ...,¢;,,, tel que g1 € I, que l'on peut extraire de la trace acceptante T'. Par le
Lemme 4, on peut construire une trace 7" passant par ces états et telle que la derniére valuation soit
Tig - D€ Plus, cette trace est bornée. Enfin, par le Lemme 5, on peut assembler les traces T et T” pour

former une trace acceptante infinie bornée. O

Tiga) Tig(2)- Ce cycle est en effet tel que
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Lemme 8 (Lien chaines-valuations). Etant donnés S un Size-Change Abstraction (Q,I,F,x,T), et

T =m % ... une trace de S telle que C(T) # 0, alors il existe une trace T' = 74 Uy .. bornée par

max.cc(r)(strict(c)). Il nexiste pas de trace T" = 1{' = ... bornée par un entier strictement inférieur d

max.cc(r)(strict(c)).

Démonstration. Soient S un Size-Change Abstraction (Q, I, F,x,T), et T = 1 Uy . une trace de S
telle que C(T') # (). On note pour tout 1 <14 < U(T), t; = (¢, a:, q})-

— Supposons par I'absurde qu’il existe une trace T/ = 7{ 11, bornée par N < max.cc(r)(strict(c)).

Puisque T et T’ suivent les mémes transitions, elles ont le méme ensemble de chaines. Considérons
la chaine de T ¢ = xj, ..., z, telle que strict(c) soit maximale. Puisque la trace est bornée par N,
7i(x;) < N. Puis pour tout j <i <k,

— Siwj, < € ay, alors 7], (2i41) < 7 (25) — 1

— Siwj <@ € ay, alors 7] (2i41) < 7 (25)
Il'y a max.ec(r)(strict(c)) inégalités strictes dans cette chaine, donc :

Te(@r) < Ti(x5) — Creréz%)(strict(c)) <N - creréa%)(strict(c)) <0

C’est absurde.

< g t . ;
— Prouvons & présent qu’il existe une trace 7" = 7{ — ... bornée par K = max.ec(r)(strict(c)).
Construisons-la ainsi :

— Pour tout x € x, 7{(x) = K
— Pour tout 1 <14 < k, pour tout = € x tel que {y | ' <y ou sz’ <y € a;} # 0 alors :

@) =min | min (1)~ 1, min (7))
' <y€a; ' <yE€a;

— Sinon, 77,,(z) = K.

T’ définie ainsi est une trace. Les transitions se succeédent correctement, car ce sont les mémes
que pour le trace T. Les valuations respectent les inégalités des transitions, immédiatement par la
définition de T”. Prouvons donc que toutes les valuations sont & valeurs positives. Supposons par
labsurde qu’il existe 1 < i < k et x; € x tels que 7/(z;) < 0. On va construire une chaine c telle
que strict(c) > K récursivement.

— Tout d’abord, il existe z;—1 € x tel que 2} < x;_1 ou z} < x,_1 appartient & a;_1, sinon on
aurait 7/(z;) = K. On a donc une chaine de taille au moins 1 : ¢; = x;_1, 24, et 7/_;(zi—1) =
7i(x5) + strict(cy).

En effet, si «} < x;_1 € a1, alors 7/_y(z;-1) = 7/(z;) = 7](x;) + strict(c1), et sinon
7 (@im1) = 7/(x;) + 1 = 7/ (x;) + strict(cy).
— Supposons qu’a k < 1 donné, il existe une chaine de longueur k& + 1 ¢x = x;_g, ..., T;, OU
7! (@izk) = 7] (x;) + strict(cg). Si7/_(zs—x) = K, alors on s’arréte. Sinon, i —k —1 # 1, et
il existe x;_r—1 € x tel que x_, < x;_p_1 oux;_, < x;_k_1 appartienne & a;_,_1, sinon par
définition 7/_, (z;—x) = K.
On pose ci11 la chaine de longueur k + 2 : z;_j_1,...,2;. De plus, si z_, < z;_p_1 €
ai—g—1, alors 7/_, (@i—p—1) = T}_ (i) = T} (x;) + strict(cg) = 7/ (z;) + strict(cy+1) Sinon,
T 1 (@ick—1) = 7] (zi—k) + 1 = 7/(z;) + strict(cy) + 1 = 7/(x;) + strict(cpt1)-

On obtient donc une chaine ¢;, = z;_p, .., z;, L € N, de longueur L + 1, telle que

Soit : strict(cy) > K, ce qui est absurde. On a donc le résultat : 7" est une trace bornée par
K = max.ce(r)(strict(c)) de S.
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O

Lemme 9 (Mots non associés & une trace). Soit S un Size-Change Abstraction, et A = A; U As son
automate max-plus associé. Etant donné un mot w = ty...t, non acceptant, alors :

w ¢ L(A)

Démonstration. Soit S = (Q,I, F,x,T) un Size-Change Abstraction, et A = A; U Ay son automate
max-plus associé, et w = t;...t, un mot non acceptant. Supposons par 1’absurde que w € L£(A;). Alors,
en notant pour tout 1 <i <n, t; = (¢;, a4 q}) :

— q1 € I. En effet, si w est accepté, il existe un chemin démarrant d’un état initial de A; dont la
premicre transition est étiquetée par t;. Ainsi, g1 € I. Or, dans A;, une transition étiquetée par
t; ne peut démarrer que d'un état de la forme (g1, x) ol & € x U {start, stop}. De plus, les états
initiaux de A; sont un couple formé d’un état de I et de start. D’ou le résultat précédent.

— Par le méme raisonnement, ¢/, € F.

— Pour tout 1 <4 < n, ¢, = ¢;+1. En effet, par construction, pour tout 1 < i < n, ¢} = ¢;+1, une
transition étiquetée par t; dans A; part d’un état de la forme (g;,z) ou = € x U {start, stop} et
arrive dans un état (¢, z’) ot 2’ € x U {start, stop}. S’il existe un chemin acceptant de w dans Aj,
alors pour tout 1 < i <mn, ¢, = ¢;+1, ce chemin contient une transition étiquetée par t; qui arrive
sur un état duquel part une transition étiquetée par ¢; 1. Ainsi, par identification, ¢ = ¢;11.

La suite t1, .., t, a toutes les propriétés nécessaires a ’application du Lemme 4. Il existe donc une trace

t tn . ,
1 = ... =% Tp1. Clest absurde. On a donc le résultat recherché. O

Corollaire 4 (Mots non associés & une trace). Soit S un Size-Change Abstraction, et A= A; U Ay son
automate max-plus associé. Etant donné un mot w = ty...t, qui n’est pas acceptant, alors :

pa(w) = pay(w) = |w|

Réciproquement, st un mot est acceptant :

pa(w) =pa, (w)

Démonstration. Par le Lemme 9, w ¢ L(A;). donc pa, (w) = —oo. Or, par construction de Ay, w €
L(As), et donc w est accepté par As et p g, (w) = |w|. Ainsi :

pa(w) = max (pa, (w),pa,(w)) = pa,(w) = |w|
Réciproquement, si un mot est acceptant, alors il appartient au complémentaire de £(As), qui est en fait
par définition £(A;). Ainsi :
pa(w) =pa, (w)
O

Lemme 10 (Lien chaines-poids). Etant donnés un Size-Change Abstraction S d’ensemble de transitions

T, et son automate maz-plus associé A, siT = 11 by oy Tnt1 Une trace acceptante de S :
_ [ maxcecr)(strict(c)) si C(T) #0
pati-tn) { |w sinon

Démonstration. Soient S un Size-Change Abstraction d’ensemble de transitions 7T, et A = A; L A son

automate max-plus associé d’ensemble de transitions 7. T = 1; SZNLIN Tn+1 Une trace acceptante de
S.SiC(T) # 0, en notant pour tout i« < 4(T), t; = (¢, @i, Gi+1) :

— Considérons ¢ = 1, .., xn41 € C(T) telle que strict(c) maximale. Notons j et k les indices de début
et de fin, respectivement, de la chaine de ¢ qui atteint ce maximum.

— q1 € I, donc (qo, start) est initial dans A.
— gnt+1 € F, donc (gp+1, stop) est final dans A.
— Pour tout 1 <i < j,t; €T, donc ((¢;, start),t;,0, (¢;+1, start)) est une transitions de A.
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— (¢j,a5,qj41) €T, et 37;‘+1 <zj ou ‘T;‘-s-l < z; est dans aj, donc ((gj, start),t;,0, (¢j+1,;+1))
ou ((gj, start),t;,1,(gj+1,%j41)) est une transition de A.

— Pour tout j <i <k —1:zj,, <z ouxj,, < est dans a;, donc ((¢s,¥),t,0,(gi+1,7)) ou
((gi,y),ti, 1, (git1,)) est une transition de A.

— (h—1,ar-1,qr) € T, et x), < xp_q oux) < xg_y est dans ap_1, donc ((qr—1,Zr-1), tk—1,0, (qx, stop))

ou ((qx—1,2k —1),tk-1,1, (gk, Stop)) est une transition de A.
— Pourt tout k <i <n,t; €T, donc ((g;, stop),t;,0,(g+1, stop)) est une transitions de A.

Il existe donc un chemin acceptant ¢’ étiqueté par w = t;...t,, dans A, et plus précisément dans
Az, de poids poisitif. Le poids d’une transition étiquetée par ¢;, ou 1 <4 < n, dans ce chemin est
égal & 1 si et seulement si j < i < k, et si I'inégalité correspondante dans la chaine z;, ...,z est
stricte. Le poids de ce chemin est donc exactement strict(c). On en déduit immédiatement :

pa(w) > poids(¢') = strict(c) = max (strict(c))
ceC(T)

— w est associé & une trace, T. Si C(T') # 0, alors on peut construire, en reprenant la construction
précédente, un chemin acceptant de poids positif étiqueté par w dans A, et plus précisément dans
Aj. Son poids dans A, est donc de —oo. Ainsi, un chemin acceptant de poids maximal dans A
étiqueté par w est un chemin acceptant de poids maximal dans A; étiqueté par w, et est de la
forme :

ti:p1

Loy 1Dk —
¢ =(qu, start) = . (gy, -1, start)

try Pk
(qk17xk1) ;) "'(qu—laxkg—l

try:p tniPn
(., , stop) R NOUL LN (qn+1, stop)

) bty —1:Pkgy—1

ou tous les p; sont positifs.
Ce chemin correspond & une chaine d’inégalités de T', car pour tout k1 — 1 < i < ko, p; € {0,1},
donc pour tout 1 < i < n, 2, ; < x; ou x7,, < x; est dans a; par construction de A; : ch =
zj, ..z, € C(T). De méme que précedemment, le poids de w, qui est le poids de ¢ est alors égal a
strict(ch) :
pa(w) = poids(c) = strict(ch) < max (strict(c))
ceC(T)

On a donc le résultat si une chaine d’inégalités existe. Sinon, cela signifie que toutes les transitions
t1,...,t, sont vides. En effet, par I'absurde, supposons que t; = (¢;,a;,qi+1) telle que 2’ < y € a; ou
2’ <y € a;. Alors y,x est une chaine. Ainsi, max.cc(r) = —00, et toutes les transitions sont vides. alors
il n’existe aucune transition dans A; de la forme :

7 ((QJ7 Sta’/'t), tiv 07 (qka xk))

— ((qja l‘]), ti, 07 (Qk7 StOp))

— ((gj, start), t;,0, (qx, stop))
ou q;,qx ¢tats de S, x;, z), variables de S, 1 <7 < n.

Donc les étatx initiaux ne sont pas co-accessibles et les états finaux ne sont accessibles en se restrei-
gnant aux transitions étiquetées par des éléments de {t1,...t,,}. Ainsi, le mot w n’est pas accepté par A;.
11 est donc accepté par As, et :

pa(w) = pa,(w) = |w]|
O

Lemme 11 (Lien mot-trace). Soient S un Size-Change Abstraction (Q,I,F,x,T) et A=A U A son
automate maz-plus associé. Si w = ty...t,, un mot sur T, alors

— Soit il existe une trace acceptante T = 1 by oy Tnt1 de S bornée par pa(w).
— Soit pa(w) = |w].

Démonstration. Soient S un Size-Change Abstraction (Q,I,F,x,T) et A = A; U Ay son automate
max-plus associé, et w = t;...t,, un mot sur 7. Opérons une disjonction de cas :
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— Supposons que w € L(A;), un chemin maximal de w dans A est un chemin maximal de w dans
Ai, et donc est de la forme :

ti:p1

thy —1:Pky —
¢ =(q1, start) - oGy -1, start) IRt

try Pk trho—1:Pky—1
(qk)17xk1) -~-(Qk271;$k271) 7
g 'Phgy tniDn

(Qky, stop) —— ... == (qn+1, stop)

oll, en notant x; = start si i < ky, et x; = stop si ¢ > ks,
— (g1, 1) initial dans A, ce qui revient & dire que ¢; € 1.
— (gn+1, Tn+1) final dans A, ce qui revient & dire que ¢,+1 € F.
— Pour tout 1 < i < n, ((¢;,%:),t:, i, (Git1,Ti+1)) est une transition de A;, donc t; est de la
forme (q;, ai, qiv1)-

Ainsi, on construit un chemin ¢; RZN Gn+1 dans S, ou ¢ € I, et g1 € F. Par le Lemme 4,
il existe une trace acceptante de la forme :

t t
T:Tl —1) —n>7'n+1

De plus, C(T) # 0 car w est accepté par A;. En effet, si w est accepté par A;, au moins un état
initial est co-accessible en ne considérant que les transitions étiquetés par des lettres de w. Donc
il existe une transition du type ((q, start),t,p, (¢’,x)) on q,¢' € Q, t € {t1,....,tn}, x € x U {stop},
p > 0. Donc, il existe un ¢ tel que 1 < i < n et 2’,2" € x tel que 2" < 2’ ou 2/ < 2’ soit dans
I’ensemble d’inégalités de la transition t;, par construction des transitions de A;. Par le Lemme
8, il existe donc une trace acceptante 7' = 7/ by Iy T,4+1 bornée par max.cc(r)(strict(c)).
Cependant, d’apres le Lemme 10, max.cc(r)(strict(c)) = pa(w). On a donc le résultat.

— Supposons que w ¢ L(A;), un chemin maximal de w dans A est un chemin maximal de w dans
A27 et donc pA(w) = DPA, (w) = |’UJ|
O]

Preuve de théoréme /. Soient S = (Q,I,F,x,T) un Size-Change Abstraction et A = A; U Ay son
automate max-plus associé. Supposons qu’il existe IV tel que pour tout n, il existe un mot w tel que
|w| > n et pa(w) < N, ce qui revient a dire que A ne termine pas.

— Soit w = ty...t;, tel que py < N < m. Alors il existe une trace acceptante du Size-Change

Abstraction associé de longueur m telle que les variables soient bornées par p4 < N, par le Lemme
11.

— Il existe donc pour tout n une trace acceptante de longueur supérieure a n bornée par N. Prenons
n = NIXI|QJ2. 11 existe donc une trace acceptante de longueur L strictement supérieure a NXI|Q|2.

tr— . . . .
Notons la 7 L, 2y 71,. Dans cette trace acceptante, il y a au moins une valuation 7; qui
apparait plus de |K|? fois. Il y a donc au moins un couple (4, k) qui vérifie :

j<k
Ty =Tk =Ty
si tj = (¢j,a5,q;) et ty—1 = (qr-1,ak-1,q},_,) alors ¢; = q;_,

. . t tj—1 tj tre—1 t;
— La trace acceptante infinie 71 = ... ——= 75 = ... — T — ..

une trace acceptante de S.

. qui boucle sur ce cycle est donc

Supposons que S admette une trace acceptante infinie. Alors il existe une trace acceptante infinie

o5l by bornée, par la Proposition 5. Donc il existe une valuation 7; qui apparait une infinité de fois
dans cette trace, et donc plus de |Q|? fois. On en déduit comme précédemment qu’il existe une valuation
qui vérifie :

j<k

Ty = T — Tj

tj = (a5, a5, q5) Atr—1 = (=1, ar—1, Gh_y) = & = Gy
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Notons t, = (qx, ax, q),). Il existe un chemin partant de g}, et arrivant dans un état final de taille inférieure
& |T| par co-accessibilité des cycles de A (Lemme 3) Notons les transitions empruntées par ce chemin :
Iy thy, oum < |T| Posons pour tout N € N, wy = t1..t;_1(t;...t5) N th...t0,, noté wy = t7..t}, ol
L = (k—j+1)N+(j—1)+m. Prouvons que les wy ont un poids borné par max(|x||Q|, k—j+1)+7—1+|T]|.
Considérons un chemin acceptant de poids maximum de wy. Puisque wy est acceptant, d’apres le
Corollaire 3, et est reconnu par A;, d’apres 4, ce chemin a la forme suivante :

",

-0 Dy —
¢ =(q1, start) ns, Qg 1, start) 222 o

. ! .
kq ‘Pky kg—1"Pkgy—1

(Qhy» Thy ) —— ---(Qk2—1,$k2—1)
£l 0 t7:0
(Qky, Stop) —— ... — (qL+1, stop)

ou tous les p; sont positifs. Le poids de ce chemin est égal a > pi. Sur cette plage d’indices,
k1 —1<i<ks
certains peuvent étre associés aux transitions ti,...,t;_1 et t7,...t;,. On majore la somme de tous ces

poids par j —1+4|7T]. On ne s’occupe & présent que des poids des transitions étiquetées par les transitions
du cycle, les t;,...,t;. Procédons a une disjonction de cas sur la valeur de ces poids :

— Soit tous ces poids sont nuls.

— Soit il existe au moins une transition de poids > 1. Prouvons qu’il ne peut pas y avoir plus de
max(|x||@|, k — j + 1) transitions dans ce cas. Considérons le plus petit ¢ tel que p;1x, = 1.

— Si aprés k — j + 1 transitions, on est dans un état de la forme (g, stop), ou si le chemin est
assez court pour qu'il se finisse ou qu’il ait commencé & emprunter les transitions t/, ...t
avant d’avoir pu parcourir k — j 4+ 1 transitions, alors, les transitions ne pouvant que peser 0
ou 1, le poids du mot wy est plus petit que k — j + 1.

— Sinon, aprés k — j + 1 transitions, on arrive sur un état (gi+r,+k—j+1; Tithky+k—j+1)s OU
Qitki+k—j+1 = Qi+k, , car un cycle est passé. Prouvons par I'absurde que @i, +k—j+1 7 Titk: -
La transition ¢;1%, contient dans son ensemble d’inégalités x; ka1 < Titk- Puisque toutes
les autres transitions ont un poids au moins 0, on a un chemin :

’ . ’ . / .
tk1+i'1 ) tk1+i+1'20 tk1+i+k—j+1'20

(Qk1+iaxk1+i) — ((Ii+k1+1a$i+k1+1

(Qhyvis Ty i)

Donc T, 4is -+, Thy+ith—j+1, Thy 44 €St une chaine de la trace infinie T telle que strict(c) > 0.
Puisque le cycle t;,...,t; se répete a l'infini dans la trace 7', on peut méme construire une
chaine infinie de T telle que strict(c) = +o0o en répétant cette chaine a l'infini. C’est absurde
car T est bornée. Donc si une transition tx,4+; a un poids 1, le chemin ne peut réemprunter
Détat (qgy 44; Tk, +4). Or, il y a en tout |x||@Q| états tels que celui-1a. Donc le chemin peut passer
par au plus |x||Q| transitions de poids 1 de ce type.

Ainsi, il ne peut y avoir en tout plus de max(k — j + 1,|x||@|) + 2|7 | transitions de poids 1 dans
ce chemin. Immédiatement, on en déduit que, pour tout N >0 :

pa(wy) < max(k —j+1,[x[|Q]) +2|T

Ce qui revient a dire que l'on peut trouver des mots arbitrairement grands de poids inférieurs
max(k — 7+ 1, |x||Q|) + 2|7 |. Ainsi, A ne termine pas.

O

C Preuve du théoreme 3

Tout d’abord, prouvons l’existence d’une famille calculant ces poids.

Proposition 6 (Existence de Ay). Pour tout (k,f) € (N* x N), k > £, pp, est calculable par un
automate maz-plus Ag .

Démonstration. Opérons une induction. L’hypothese d’induction, pour tout (k,¢) € (N* x N), k > ¢,
est :
Her 2 "pei est calculable par un automate mazx — plus”
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— On a Hp, pour tout k£ > 0, comme vu en Section 4.2
— On a Hy,  pour tout k£ > 0, comme vu en Section 4.2

— Si ¢ > 0 et k > ¢ alors par induction, H¢x—1 et He—1 x—1 sont vérifiées. Ainsi, p;—1 k1 et
Pe,k—1 sont calculables par un automate max-plus. Par le Lemme 2, maxi<i<pti1 per—1(w;) et
Zl<i<p+1 pe—1,k—1(w;)+p sont calculables par automate max-plus. Par le méme Lemme, py ,(w) =

max (maX1SiSp+1 pek—1(w;), Zl<i<p+l po—1 k—1(w;) + p) est calculable par automate max-plus.
O]
Ensuite, majorons la complexité de la famille d’automates.

Proposition 7 (Majoration de la complexité des automates A; ). Les automates A; j ont une com-
plexité en k au plus.

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur k > 1. L’hypotheése de récurrence est :
Hy : 7l existe oy, tel que pour tout mot w € Xy, akpl,k(w)k > |w|”

— Si k= 1:pour tout mot w € X1, p1 x(w)* = p1 1 (w) = |w|, et donc p1 x(w)* > |w|. Hy est vérifie.

— Supposons que un k > 1 donné, Hj_q soit vérifiée. Soit w = wiak...arWpt1 € Ty o1t (W;)1<i<p+1 €
(33 _,)PTL. Posons N = py i (w). Avec ces notations, par définition de p; j et de pg r—1 :

N — (ws (ws — (ws
max | A Pk 1(w1)’1<%+1(p0’k 1(wi)) +p fax <1<I?3;(+1p1’k 1(w’)’p)

Immédiatement :

p<N (1)

V1<i<p+1, prp_1(wi) <N (2)
De plus, Hy_1 affirme que :

Il existe ay_1 tel que pour tout mot w € Xp_1, ak_1p17k_1(w)k_1 > |w|  (3)

Ainsi :
p+1
lw| < lei| +p
i=1
p+1
< a1 p-1 Zpl,k—l(wi)k71 +p
i=1

<P+ VDag_1prr—1(w)* 1+ N
(N + 1oy N1+ N
(
(

IAIA

N+ 1o N1+ N
< (201 j—1 + 1)N*

En posant ay = (2a1 k-1 + 1), on a que : agpr x(w)k > |wl, soit exactement Hy.

On a ainsi prouvé que l'ordre de la complexité de A; ; est au plus en k pour tout k£ > 1. O

Proposition 8 (Majoration de la complexité des automates Ap i, £ > 0). Les automates Agp ont une

complexité en % au plus.

Démonstration. On va raisonner par induction pour prouver ce résultat. Plus précisément, on va prouver
que si Ag —1 et Ay—1 k-1 se comportent comme prévu, alors Ay i, a la complexité recherchée. L’hypothese
d’induction est, pour (¢,k) € (N*)2 :

Hory : "1l existe agy, tel que pour tout w € Xy, ozg’kpg’k(w)% > |w|)”
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— Tout d’abord, considérons les cas de base nécessaires a ce raisonnement. La Figure 11 illustre la
situation.

— Pour la famille (A3 x)k>1, hypothese d’induction est la propriété prouvée par la Proposition
7.

— Pour la famille (Ag 1 )x>1, pour tout k > 1, w € S, prx(w)k = |w|, et donc py, 1. (w)* > |w|.
Hy i est vérifiée.

— Procédons maintenant a l'induction. Soit w = wiag41...ap+1Wwp41 ol pour tout 1 < i <p+1, w; €

X% 4 et pog(w) = N. On va poser les notations suivantes :

i = Pe—1,k—1(w;)

Pour tout 1 <i<p+1
=r=p { P; = per—1(w;)

Avec ces notations, on peut écrire :

N =max | max pl, E Di+p
1<i<pt1
- 1<i<p+1

Immédiatement :
Z1§¢§p+1 pitp<N (1)
Pour tout 1 <i<p+1, p, <N (2)
De plus, les hypothéses d’induction affirment que :

k-1
a1 k—1p; - >|wi| (3)
1l existe agj—1 et ag_1 -1 tels que pour tout 1 <i <p+1,

pk—1
apr—1p; © =>|wil (4)

On déduit de (2), (3) et (4), et du fait que 1 < ¢ < k et que toutes les longueurs sont supérieures

al:
k-1 k-1
Pour tout 1 <i<p+1, \wi| <arp—1 N7 A |wi| <oay—1 10"
Ainsi,
p+1
w| < Jwi| +p
i=1
p+1 ooy kel
< max(ag p—1,%—1,k-1) Zmin <N’f,pf_1) +p

i=1

Faisons une disjonction de cas sur la valeur de ce minimum.

— k— .
> N } Quel est son cardinal ?

k
7

1. Notons[>z{1§i§p+1|p

Viels, p; > N'T

On en déduit que :



En sommant sur />, on obtient :

k—1 kE—1
Z N7 <|Is|NT
i€l>
k-1

N

)=

IN

ENE

N
N

. Maintenant, considérons /., le complémentaire de /> dans I’ensemble des indices. On considere
une partition (I, ..., I;) de cet ensemble telle que :

. -1 1
Vj<q>%N1' SziejjpiSN E

1 ari=t
Zielq pi < 3N'7
Remarque 1. [, peut étre vide.

Occupons-nous d’abord de I,.

Zpi<%]\/'2771

iel,

(1 e\
i€ly

< Nt

Qu’en est-il des autres paquets 7 Comme précédemment, on va majorer le nombre de paquets.

%N%l(q—l) <=1 pi

iEIj
<> 2.
j<qi€l;
< > pi+p<N
i<p+1
= g—-1<2NN~—7
—9NT
De plus, si j < ¢ :
£—1
> < N
iEI]'
k-1 =1 12:11
= Zpi#l < (NT)
iGIj
— N T

Soit :

J1<qi€l;
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En réunissant tous ces résultats on obtient enfin :
p+1

L, ko
Jw| < Zmin <Nkfl,p;‘_1) +p
=1

k—1

k—1 LY
<max(agr-1,00-16-1) | YNT + Y p | +p

iEIZ ieI<
- 5= =
= max(ay g—1,00—1,k—1) E Nz JrE p; +E § D; +p
i€l i€l, j<qi€l,

k
< 4max(agr_1,00-1k—1)N? +p

k
< (4max(oyp—1,—1,k—1) + 1)N ¢
On a donc bien prouvé :
k
Fapr, Vwe Iy, aprper(w)? > |w

o , o k
On a ainsi prouvé que la complexité est au plus en 7.
O

On souhaite maintenant exhiber une famille témoin qui permettrait de minorer la complexité de cette
famille d’automates. On définit donc la famille (wg, ) (k,n)enz OU :

Wonp =€
P tout n € N, ’ .
our tout n { pour tout i > 0, Wit1n = (Winit1) " Win € X7,
Lemme 12 (Taille des mots wg n). ¥V k> 0, |wWk.n| ~nooo nk
Proposition 9 (Poids des wy,, dans les automates Aj ;). St k> 0, p1 k(Wi n) ~nooo

Démonstration. Procédons par récurrence sur k > 1. L’hypothese de récurrence Hy, k > est :

Hk : ”pl,k(wk,n) ~n—oo n”

— Si k =1, pour tout w € ¥4, p1,1(w) = |w|. Donc, pour tout n > 0, p1 1(wi,n) = |wi,,|. D’apres le
Lemme 12, p1 1(w1,n) ~n—ooo M-

— Supposons que pour un k, Hy_1 soit vérifiée. Alors p1 k—1(Wk—1,n) ~n—oo n Par définition de p; 4 :

P1,k(wk,n) = max (p1,k—1(Wr—1,n),7)
~n—oo Max(n,n)
~n—oco T
Par récurrence, on a le résultat attendu. O
Proposition 10 (Poids des wy,, dans les automates Ay, £ > 0). Sik,€ >0, prp(Wkn) ~n—oo nt

Démonstration. Procédons par induction sur le couple (¢, k). On prend comme hypothese d’induction

) ¢
Heg: "Pe(Win) ~nsoo

— Pour la famille (A, 1), c’est ce qui est prouvé dans la Proposition 9.
— Pour la famille (Ag ) :

Pour tout k, pour tout n, py k(Wi n) = |Wkn|

Donc, pour tout k, py x(Wkn) ~n—oo n* par le Lemme 12.
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— Supposons 'hypothése d’induction vraie pour les couples (¢,k — 1) et ({ — 1,k —1). On a donc :

{ pl,k—l(wk—l,n) ~n—oco né

p@—l,k—l(wk—l,n) ~n—oo nft
Or,
Dok (W,n) = max (pek—1(We—1,n), (N + 1)pr—1 p—1(Wk—1,n) + 1)
~nseo max(nt, (n 4+ 1)n' =1 + n)
~nsoo max(ne, nz)
~n—oo né
On vient de prouver Hy . O

On a donc une famille témoin telle le ratio longueur/poids soit équivalent & % lorsque la longueur

tend vers +o00. La complexité de automate Ay j est donc exactement en %.

D Recherche de programmes associés et observations

D.1 Famille de complexité k
Construction inductive des automates. On utilise la construction du théoreéme 3 pour exhiber une
construction récursive possible de la famille d’automates (A1 x)ken+ de complexité k :

— Ay 1 représenté en Figure 15a.

— Aj k41 est défini sur X4 a partir de Ay i, tel que représenté en Figure 15b. On a utilisé les
constructions présentées dans la preuve de Lemme 2.

a € Xgs1:0 a € Xgyr:0
CLEE]H_l:O aEE;H_l:O
— Aip——m
a1:1
a€g:0

(a) Automate A; 1 —»

Ak+41 - 1

(b) Automate A1 p41

FIGURE 15 — Famille (A; )ken-

On va modifier cette construction pour obtenir une famille équivalente en complexité, (.A’1 k)keN+ , qui
peut étre associée a une famille d’Size-Change Abstractions . La Figure 16 représente la construction
récursive de cette famille :

— La Figure 16a représente le premier élément de la famille
— La Figure 16b représente la forme du k™€ élément de la famille.

— La Figure 16¢ représente la construction du k + 1¢¢ élément de la famille en fonction du k€.
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a; : 0 a1 ap:0 a€X,:0 a€X,:0

:O%:O €3,:0 €¥,:0

(a) Automate Aj ; (b) Automate A 4,
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(c) Automate A1 p41

FIGURE 16 — Famille (A )ken-

Size-Change Abstraction associés. Quels sont les Size-Change Abstractions associés a ces auto-
mates 7

— Pour Aj 4, le Size-Change Abstraction a un état associé est :
a; = {z] <z}
— Pour Aj ,, le Size-Change Abstraction a un état associé est :

ap = {x) <1, ¥ < w9}
ag = {zh < x2}

— Pour A ka1s M E N? On observe qu’on a rajouté une transition agy; et une variable zj41, telles
ue, si Tx, avec pour ensemble de transitions X, est le Size-Change Abstraction de Aj g, celui Tri1
que, B p ) g s +

de Aj 11 est:

, 7i Ti
Vi<k, )" =a U{al < apal}

Te+1 _ g,
g1 = {Ths1 < Tt}

Ainsi, on peut également définir les programmes par induction.

Programmes associés. On définit les programmes par récurrence.
— Pour A; 2, un programme associé est facile a trouver, par exemple :
int 1.2 (int x1,int x2,int m) {

x1=x2=m;

while (x1>=0 && x2>=0) {

if (random()) {
x1=x1—-1;
}

else {
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2

3

4

return 0;

}

— Pour A; 41, K € N7 On observe que si le programme pour A; ;, est de la forme :

int 1.k (int x1,int x2,...,int xk, int m) {
x1=x2=...=xk=m;
while (x1>=0 && x2>=0 && ... && xk>=0) {
if (random()) {
bloc_1
¥

else {
bloc_k
}s

=

return 0;

}

Alors on peut le modifier pour en faire un programme associé a A; 1. Le programme s’écrit alors :

int 1_(k+1) (int x1,int x2,...,int xk, int x(k+1), int m) {
x1l=x2=...=xk=x(k+1)=m;
while (x1>=0 && x2>=0 && ... & xk>=0 && x(k+1)>=0) {
if (random()) {
bloc_1

}

éiée if (random()) {
bloc_k
}

else {
x1=m;

xk=m;
x (k+1)=x(k+1)—1;
=
b
return 0;

}

On a écrit un programme Ocaml permettant de générer cette famille de programmes automatiquement
afin de les tester avec 'algorithme utilisant les Integer-Interpreted Automata . Il prend en entier n > 2,
et produit, moyennant la présence d’un fichier de la bonne forme pour n — 1, le programme de la bonne
forme pour n. L’initialisation se fait a 2.

open Sys
let main n=

if n>2 then
let fichier=open.in (”1.” "(string_of_int (n—1))"".¢”) in

let s=ref 77 and b=ref true in
let nouveau=open_out (”1.7 "(string_of_int n)"”.c”) in
begin
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(¥ Declarations de variables a modifier x)

s:=input_line fichier;
let 1=String.length (!s) in

Printf. fprintf nouveau "%s,_int_x%n)._{\n” (String.sub (!s) 0 (1-3)) n;

s (¢ Initialisations a modifier )

s:=input_line fichier;
let 1=String.length (!s) in
Printf. fprintf nouveau "%sx%n=m;\n” (String.sub (!s

(*On change les conditions du whilex)

s:=input_line fichier;
let 1=String.length (!s) in
Printf. fprintf nouveau "%s &&.x¥m>=0)_{\n” (String.

(xOn passe toutes les boucles (on connait la longueur de

for i=1 to (2*(n—-2)4+(((n—2)%(n—-1))/2)) do
s:=input_line fichier;
Printf.fprintf nouveau "%s\n” (!s);
done;

) 0 (1-2)) n;

sub (!s) 0 (1-3)) n;

chacune en fonction de

la derniere ou il faut remplacer le else par un else if (random())x*)

s:=input_line fichier;
let 1=String.length (!s) in

Printf. fprintf nouveau "%sif._(random())_{\n” (String.sub (!s) 0 (1—-1));

for i=1 to (n—1) do
s:=input_line fichier;
Printf. fprintf nouveau "%s\n” (!s);
done;
s:=input_line fichier;
Printf. fprintf nouveau ”\t\t}\n”;

; (*Enfin on rajoute la derniere bouclex)

Printf. fprintf nouveau ”\t\telse_{\n”;
for i=1 to (n—1) do
Printf. fprintf nouveau 7\ t\t\ tx%n=m;\n” i;
done;
Printf. fprintf nouveau 7\ t\t\tx%n=x%n—1:\n\t\t};\n

55 (*Et on termine le fichier *)

while !b do
try
s:=input_line fichier;
Printf. fprintf nouveau "%s\n” (!s);
with
End_of_file —>
begin
close_in fichier;
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71

close_out nouveau;

b:=false;
end;
done;
end
let _=try

let a=(argv.(1)) in main (int_of_string a);
with Failure (”int_of_string”)—> Printf.printf "Entrez_un_entier\n”

La complexité donnée par cette technique est bien de k pour I'automate "4/1, &> lorsque k < 4. Au-dela,
Poutil produit I’erreur Too Much Variables.

D.2 Cas de Pautomate max-plus Aj;

Cette section présente la recherche d’un programme se traduisant en un automate max-plus de com-
plexité %, représenté a la Figure 9 par exemple. On va construire un automate max-plus de méme
complexité avec le Théoreme 3 et le Lemme 2.

FIGURE 17 — A3 o

Size-Change Abstraction associé. On souhaiterai lui trouver un automate équivalent de méme
complexité qui puisse étre I’abstraction d’un Size-Change Abstraction. On rajoute pour cela a 'automate
de la Figure 17 des transitions de telle sorte que les transitions partant de start, respectivement de tout
état, et arrivant a tout état, repectivement stop, étiquetées par a,b,c : 0 existent. On a alors le Size-
Change Abstraction correspondant suivant :

a= {z] <z, 2 <wg,25 < w3,2) < starts, stoph < x1,xh < starts, startl, < starts, stoph < stops, stoph < 2}
b= {zh < xo,zh < x3,2) < starty, stoph < x1, 2 < startq, starth, < starts, stophy < stopa, stoph < xo}
c= {ah < xo,starth < starts, stoph < stopa, x| < x1,2h < x1,25 < stops,xh < starte, ) < x2,

x) < starts, x| < stops, starth, < 1, starthy < xq, startl, < stops, stophy < x1, stopy < xa, stoph < starts, }

Programme associé. Un programme qui peut se traduire en ce Size-Change Abstraction est :

int main (int x1, int x2, int x3, int start2, int stop2, int m) {
x1=x2=x3=start2=stop2=m;
while (x1>=0 && x2>=0 && x3>=0 && start2>=0 && stop2>=0) {
if (random()) {
if (xl<=x2 && stop2>x1) {
stop2=x1;
}
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else if (stop2>x2) {
stop2=x2;
}s

x1=x1—-1;

x3=x3 —1;

if (x1>start2) {
xl=start2;

if (x2>start2) {
x2=start2;
}s

else if (random()) {
if (xl<=x2 && stop2>x1) {

stop2=x1;
}
else if (stop2>x2) {
stop2=x2;
}s
x1=mm;
x2=x2—1;
x3=x3—1;
if (x1>start2) {
xl=start2;
}s
if (x2>start2) {
x2=start2;
}s
}
else {
xX3=m;
if (xl<=x2 && xl<=start2 && xl<=stop2) {
start2=x1-1;
stop2=x1-—1;
x2=x1—1;
x1=x1—-1;
}
else if (start2<=x2 && start2<=x1 && start2<=stop2) {
xl=start2 —1;
stop2=start2 —1;
x2=start2 —1;
start2=start2 —1;
}
else if (stop2<=x2 && stop2<=x1 && stop2<=start2) {
x1l=stop2 —1;
start2=stop2 —1;
x2=stop2 —1;
stop2=stop2 —1;
}
else {
start2=x2-—1;
stop2=x2—1;
x1=x2—1;
x2=x2 —1;
}s
}s
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}s

return 0;

Cependant, ce programme met en péril 'outil algorithmique utilisé : il produit ’erreur Too much variables.

On a donc essayé de modifier les fichiers utilisés par cet outil, en simplifiant les fichiers intermédiaires.
Pour cela, on a tout d’abord simplifier le pré-traitement du fichier, qui génere des inégalités sur les va-
riables, en élargissant ces inégalités a 0 < x < m pour tout état de I'Integer-Interpreted Automaton et
toute variable du programme. L’erreur était encore présente. On a donc généré a la main un Integer-
Interpreted Automaton plus simple, puis laisser le pré-traitement s’opérer. Celui-ci étant encore trop
précis pour effectuer les calculs, on a élargit les invariants comme précedemment, pour obtenir encore
une fois la méme erreur. Voici le fichier généré a la main pour cette étude :

//Fast File Modified for ranking stuff — 2016, Jul 12,14:31:11
model main{
//parameters m__o, start2__o ,stop2_-_o ,xl__0,x2__0,x3__0;

var m,start2 ;stop2 ,x1,x2,x3,m_o,start2__o ,stop2__o,x1__o,x2__0,x3__0;

states stop, start, aff, ____start;

transition t_-1 :={

from = start ;

to = stop ;

guard = m<=0;

action := start2’ = m,stop2’ =m,x1’ =m,x2’ = m,x3’ = m;

}s

transition t-2 :={

from := start ;

to = aff ;

guard = m>=1;

action := start2’ = m,stop2’ = m,x1’ = m,x2’ = m,x3’ = m;

}s

transition t-3 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x2 && stop2>=x1 && x1>=1 & x3>=1 && x1<=x2;
action := x1’ = x1 — 1,stop2’ = x1,x3" = x3 — 1;

}s

transition t-4 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x2 && stop2>=1 && x3>=1 && x1<=x2 && stop2+l<=x1;
action := x1’ =x1 — 1,x3’ = x3 — 1;

}s

transition t_-5 :={
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from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x1 && stop2>=x2+1 && x1>=x2+1 && x2>=1 && x3>=1;

action = x1’ =x1 — 1,x3’ = x3 — 1,stop2’ = x2;

}s

transition t_-6 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x1 && stop2>=1 && x1>=x2+1 && x3>=1 && stop2<=x2;

action := x1’ =x1 — 1,x3’ = x3 — 1;

}s

transition t_7 :={

from = aff

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=1 && stop2>=1 && x3>=1 && x1<=x2 && stop2+l<=x1 &&
start2+1l<=x1;

action := x1’ = start2 ,x2’ = start2 ,x3’ = x3 — 1;

}s

transition t_-8 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=1 && stop2>=x1 && x3>=1 && x1<=x2 && start2+l<=x1;

action := x1’ = start2 ,x2’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,stop2’ = x1;

}s

transition t-9 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=1 && stop2>=1 && x1>=x2+1 && x3>=1 && stop2<=x2 &&
start2-+1<=x2;

action := x1’ = start2 ,x2’ = start2 ,x3’ = x3 — 1;

}s

transition t.10 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=1 && stop2>=x2+1 && x1>=x2+1 && x3>=1 && start2+l<=x2;

action := x1’ = start2 ,x2’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,stop2’ = x2;

¥

transition t-11 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x1 && stop2>=1 && x3>=1 && stop2+l<=x1 && start2<=x2;

action = x1’ =x1 — 1,x3’ = x3 — 1,x2’ = start2;

}s
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transition

from =
to =
guard =
action :=

}s

transition

from =
to =
guard =
action :=

}s

transition

from =
to =
guard =
action :=

}s

transition

from =
to =
guard =
action :=

}s

transition

from =
to =
guard =
action :=

}s

transition
from

to =
guard =
action :=

}s

transition

from =
to =
guard =

action :=

}s

t_14

t-12 :={
aff ;
aff ;
m>=0 && start2>=x1 && stop2>=x1 && x1>=1 && x3>=1 && start2<=x2;
xl1” =x1 — 1,x3" = x3 — 1,x2’ = start2 ,stop2’ = x1;
t-13 :={
aff ;
aff ;

m>=0 && start2>=x2 && stop2>=1 && x3>=1 && stop2<=x2 && start24+l<=x1;
x3’ = x3 — 1,x1’ = start2;

={

aff ;

aff ;

m>=0 && start2>=x2 && stop2>=x2+1 && x2>=1 && x3>=1 && start2+4l<=x1;

x3’ = x3 — 1,x1’ = start2 ,stop2’ = x2;

t_15 :={

aff ;

aff ;

m>=0 && start2>=x2 && stop2>=x2 && x1>=x2 && x2>=1 && x3>=I;
x1’ = start2 ,stop2’ = x2,x3’ = x3 — 1,x2’ = x2 — 1;

t-16 :={

aff ;

aff ;

m>=0 && start2>=x2 && stop2>=1 && x1>=x2 && x3>=1 && stop2<=x2;

x1’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,x2’ = x2 — 1;
617 ={

aff ;

aff ;

m>=0 && start2>=1 && stop2>=x2 && x1>=x2 && x3>=1 && start2+l<=x2;

x1’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,stop2’ = x2,x2’ = start2;
t.18 :={

aff ;

aff ;

m>=0 && start2>=1 && stop2>=1 && x1>=x2 && x3>=1 && stop2<=x2 &&
start2+1l<=x2;
x1’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,x2’ = start2;
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transition t-19 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = n>=0 && start2>=x2 && stop2>=x1 && x1>=1 && x3>=1 && x1<=x2;
action := x1’ = start2 ,stop2’ = x1,x3’ = x3 — 1,x2’ = x2 — 1;

b

transition t.20 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = m>=0 && start2>=x2 && stop2>=1 && x3>=1 && x1<=x2 && stop2<=x1;
action := x1’ = start2,x3’ = x3 — 1,x2’ = x2 — 1;

H

transition t.21 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = n>=0 && start2>=1 && stop2>=x1 && x1>=1 && x3>=1 && xl<=x2 &&

start2+1<=x2;

action := x1’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,stop2’ = x1,x2’ = start2;

b

transition t.22 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = n>=0 && start2>=1 && stop2>=1 && x3>=1 && xl<=x2 && stop2<=x1 &&

start2+1<=x2;

action := x1’ = start2 ,x3’ = x3 — 1,x2’ = start2;

¥

transition t.23 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = start2>=x1 && stop2>=x1 && x1>=1 && x3>=1 && x1<=x2;

action := x3’ =m,stop2’ = x1 — 1,start2’ =x1 — 1,x1’ = x1 — 1,x2’ = x1 — 1;
H

transition t.24 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = start2>=x2 && stop2>=x2 && x1>=x2 && x2>=1 & x3>=1;

action := x3’ =m,stop2’ = x2 — 1,start2’ =x2 — 1,x1" = x2 — 1,x2° = x2 — 1;
b

transition t.25 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = start2>=1 && x3>=1 && start2<=stop2 && start2<=x1 && start2<=x2;
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m,stop2’ = start2 — 1,start2’ = start2 — 1,x1’ = start2 — 1,
start2 — 1;

action := x3’
x2’
b

transition .26 :={

from = aff ;

to = aff ;

guard = start2>=stop2 && stop2>=1 && x3>=1 && stop2<=x1 && stop2<=x2;

action := x3’ = m,stop2’ = stop2 — 1,stop2’ = stop2 — 1,x1’ = stop2 — 1,
x2’ = stop2 — 1;

}s

transition t_27__tsplit0 :={

from = aff ;

to = stop ;

guard = m>=0 && stop2 <=0;
action := ;

}s

transition t_-27__tsplitl :={

from = aff ;

to = stop ;

guard = m>=0 && x1<=0;
action = ;

}s

transition t_-27__tsplit2 :={

from = aff ;

to = stop ;

guard = m>=0 && x2<=0;
action := ;

}s

transition t-27__tsplit3 :={

from = aff ;

to = stop ;

guard = m>=0 && start2 <=0;
action = ;

}s

transition ____init transition :={

from = ____start ;

to = start ;

guard = true;

action = m’ = m_o,start2’ = start2__o ,stop2’ = stop2__.0,x1’ = x1__o,
x2’ = x2__0,x3’ = x3__0;

}s
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strategy xx {

Region init:={ state = ____start && true};

}

// Result of Analysis
// invariant stop := start2<=m 66 stop2<=m 6 z2<=m 66 ri<=m 66 z8<=m & m=m__o ;
// invariant start := xz8=z3__0 86 x2=x2__0o &6 xi=x1__o & stopl=stop2__o

&& start2=start2__o & m=m__o ;

// invariant aff := start2<=m 66 stop2<=m 66 r2<=m &6 ri<=m & x3<=m 6 start2>=0
&& stop2>=0 && x2>=0 && x1>=0 && x3>=0 &fam=m__o ;
// invariant ____start := true ;

//widening aff;

Ce programme met donc 'outil en difficulté, les essais pratiques ne sont pas concluants.
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