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Exercice 1

1. Nombre pair de a : Soit A; = ({qo, 41}, {a, b}, g0, 0, {q1}), avec 0 fonction de transitions donnée par
le dessin ci-dessous.

2. A :

On montre que £(As) = Lo, en montrant par exemple que si on est dans 1’état g, alors on n’a lu
que des a en un nombre aussi grand que 1’on veut, et on passe en ¢; en lisant un seul b.

3. Pour la concaténation, voir le cours (automate non déterministe) :

Exercice 2
Soit A= (Q,%,T', A, qo, Zp) Pautomate & pile qui reconnait par pile vide suivant :

(e|Zole)  (€lZole) (el Zole)

(alAAA), (a, Zo, AZ0) Q
AT
(b[A[e) (clAle)



Cet automate est déterministe malgré les epsilon-transitions, car lorsqu’on lit une epsilon-transition,
c’est qu’il y a Zj sur la pile, et alors aucune des autres alternatives ne peut étre prise.

L’idée de cet automate est d’empiler N — 1 caracteres de pile A, ou IV est le nombre de a du mot lu,
et ensuite de dépiler ces caractéres A & chaque fois que l'on lit un b ou un c¢. Les différents états (sans
retour) empéchent de relire des a aprés avoir lu le premier b, et empéchent de relire des b apres avoir lu
I’éventuel premier c. Les différentes transitions de la forme (g|Zp|e) permettent de ne passer a pile vide
que lorsque le non-terminal Zy apparait au dessus.

Plus précisément, soit L = {a"T™+1pnc™}. Alors :

— L C L(A) : Soit w un mot de L, alors il s’écrit a” T+ 1p"c™ et un chemin victorieux dans A est :

(q07u7ZO) F (qlaan+mbncm7Z0) '_n+m (qlvbncnlaAnJﬂnZO) F" (q2acm7AmZ0) Em (Q3,E,Z0) F (QBaE7E>

— L(A) C L : soit u reconnu par .4 par pile vide. Alors comme les seules transitions qui enléevent Zj
de la pile sont les transitions (¢|Zy|e), on termine en faisant 'une d’elles :

— Si c’est la premiere, cela signifie que v = a (dés que lon a lu un autre a, la caractére Zy n’est
plus en haut de pile).

— Si cest la deuxiéme (sur I'état ¢o), cela signifie que 'on a lu un certain nombre de a, disons
N > 1, que l'on a empilé N — 1 fois le caractére A a l'aide de la transition (g1, (a|A]AA), q1),
puis que 'on a dépilé les N — 1 A en utilisant la transition (gz, (b|A|e), ¢2), et donc forcément u
est de la forme aVbN 1.

— Si c’est la troisieme, on montre de fagon similaire que forcément u est de la forme a

Dans les trois cas, u est dans L, ce qui termine la démonstration.

NchN—l—M.

Exercice 3

Supposons L régulier. D’apres le lemme de 1’étoile, il existe une constante N telle que pour tout mot
w € L de taille supérieure & N, il existe une décomposition w = zyz avec |zy| < N et y # ¢ tel que pour
tout entier k, le mot xy*z est dans L.

Soit w = a?MbN V. Ce mot est de taille supérieure & N et donc d’apres le lemme de 1'étoile il s’écrit
w = xyz avec y # ¢, |xy| < N et Yk € N,zy¥z € L. D’apres cette décomposition (faire un dessin),
forcément x et y n’ont que des a, disons z = a™ et y = a"2, et par suite z = a"3bV eV (n3 peut étre
nul). On a donc ny + ny + ng = 2N ainsi que ng > 0. Prenons maintenant w’ = zy%z

— d’apres le lemme de ’étoile, w’ € L.

— d’autre part w’ = a™ 22 T3pNeN done w’ € L car ny + 2ng 4+ ng > ny + ng +n3 = 2N.

Il y a donc une contradiction donc L n’est pas régulier.

Exercice 4

1. Vrai. L est régulier, et ajouter un nombre fini de mots revient a ajouter un langage régulier. Or les
langages réguliers sont stables par union.

2. Vrai. On sait que si A et B sont réguliers, alors C = A\ B l'est aussi (car C = AN B et on a
stabilité par intersection et complémentation des langages réguliers).

3. Faux. Si on prend L = (J, et que 'on ajoute tous les mots qui ont autant de a que de b, on trouve
le langage des mots qui contiennent autant de a que de b, qui n’est pas régulier (voir cours et td).

4. Vrai. On a LN {a™b"} = L’ et on sait que 'intersection d’un langage algébrique avec un langage
régulier est algébrique.

5. Vrai. Les mots qui ont autant de a que de b forment un langage algébrique, et 'union d’un langage
algébrique et d’un langage régulier est algébrique.



