Transformée de Fourier Rapide ou FFT

Laure Danthony et Clément Ménier
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1 Le probleme

1.1 Description

On se donne deux polynoémes P et @) de degré n, il s’agit de calculer le
produit PQ.
1.2 Meéthode naive

La méthode naive qui consiste a appliquer la formule des expressions des
coefficients est en O(n?).

1.3 Meéthode sioux

La méthode de Karatsuba vue il y a quelque temps est en O(n!-%)

2 Principe de la méthode

2.1 Deux caractérisations d’un polynome de degré n

Un polynome de degré n peut étre caractérisé par des coefficients ou par la
donnée de n + 1 points.

2.2 Le diagramme de la méthode

La ruse utilisée consiste & agrandir le chemin afin de réduire le temps pour le
parcourir. L’évaluation et I'interpolation “naives” sont effectuées en O(n?) alors
que la méthode qui va suivre va les effectuer en O(nlnn)

; i Ci=) aibr_; :
P=YaX,Q=YhX =225 PQ =YX
n
Eval. FFTlnlnn Interp. FFTTnlnn

(a5 = P@), (B = Q) == (s = PQ(w))

2.3 Idées

e On va évaluéer les polynémes P et () sur des nombres non quelconques
(les racines n-iémes de 1'unité)
n—1 .
e Dans toute la suite, on travaille uniguement sur le polyndéme P = ) a; X".
i=0
L’évaluation de () s’effectue de maniere similaire.

e On va évaluer P en 2n — 1 points avec un algorithme en nlnn.



3 Résultats algébriques importants

3.1 Notion de racine n-ieme primitive

DEFINITION 1
Soit (R, +,-,0,1) un anneau commutatif. On dit que w est une racine n-ieme
primitive si:

n—1

Ww'=1lw#LYj€l,n],> wP =0
j=0
2km

EXEMPLE 1 En particulier, dans C, les e n ,kAn =1 le sont.

REMARQUE 1 Si w est une racine n-iéme primitive, les racines n-iémes sont :

DEFINITION 2
Soit a = (ag, a1, --. ,an—1), on note F(a) = Da ot D est la matrice D; j = w¥.

n—1 .
LEMME 1 On a trivialement F(a); = 5 apw®
k=0

PROPOSITION 1 Soit w une racine n-iéme primitive dans R. Si n~' existe
dans R, alors D1 existe et on a le résultat :
1 ..
-1 _ 1 ij
i T Y
PREUVE :

(DD—I) _ lnil ik —kj
i,j n Zw w
k=0

n—1
Donc, si i = j, elle vaut 1 et si i # j, la quantité > w*?, pour p =i — j, soit

k=0

—n < p < n,p# 0 vaut 0 par définition de w. [ ]
3.2 Convolution
DEFINITION 3
Soit a = (ag,a1,.-- ,an_1) €t b= (bo,b1,... ,bp_1). On appelle convolution de
a et b noté a ® b la quantité ¢ = (co,c1,-.. ,c2n_1) telle que:

2n—1

C; = Z ajbi_j
j=0

avecar = by =0si k<0ouk >n—1(donc ¢z, 1 = 0).

THE,]OREME 1 Sia = (ao,al,... ,an,l,O,... ,0) ethb= (bo,bl,... ,bn,l,O,...

(avec n — 1 zéros), alors a® b= F 1(F(a)F (b))

70)



PREUVE :
F(a) = (ag,--- ,al,_1)
F(b) = (bgs- -, b 1)
a®b=(co,.--Con—1)
Fla®b)=(ch... ,Chp_1)
On note F(a® b) = F(a) x F(b). Alors on a:

n—1
e ol
a =)y aw
=0
n—1
b= byt
k=0
n—1n—1 1G+k)
I A ! {
Dotia; x by = > > a;bpw'V
J=0 k=0
2n—1
Or Cc = Z ajbl_j
i=o
Donc
2n—12n—1 .
! — . .
¢ = 2 2 ajbp_;wP
p=0 j=0
2n—12n—1—j Witk
= Y X abultth
j=0 K=j
n—1n—1 .
= 3 3 a;bpw!UtR) (3 cause des coefficients nuls)
7=0 k=0
= a xb
|
4.1 Idée
e Evaluer F(a) revient 3 calculer P(z) enz = w’, 2z =w!,... ;2 =w™ !, ou

encore calculer le reste de la division euclidienne de P(X) par(X —w?),X —

wl), ... Eneffet, P(X) = Q(X)(X — w!) + R;(X) et P(w?) = R;(w?).

e Ensuite on utilisera la méthode de diviser pour régner en s’arrangeant
pour que les produits partiels soient du type X7 — w'.

4.2 Méthode

Supposons n = 2F, on cherche une permutation (co, ci, ... ,cn_1) de (wo, w1, - .

NOTATIONS. On note
—qxr=P
~qo=X—q¢

- ,wn_l).



2™ —1
- Q= H (X —¢j) avec 0 < m < k, | multiple de 2™ tel que 0 <1 <
=l
2k —1=n—1.

— 71,m le reste de la division de P par g y,.

REMARQUE 2 11 s’agit de calculer les 7, 9. On les calcule par méthode des-
cendante & ’aide de la proposition suivante.

PROPOSITION 2

Qiym = Qlym—1 X Qppom—-17_1

r1,m—1 est le reste de la division par q;m-—1 de vy m

PREUVE : Notons ¢' = g m-1, et ¢" = grom-1,,, 1. Alors on a par
définition P = kiq' + rym—1 et P = kq'q" + rim. Or si 71, = kog' + 7 o1

deg(r) < deg(q'), alors P = (kq" + k)¢’ +r et donc r = 7y . [ |

DEFINITION 4 ot .

Soit 0 < j < 2* et [do,dx,. .. ,dr_1] sa représentation binaire: j = Y dj_1_;2%
i=0

Alors on appelle rev(j) la quantité rev(j) = [dk_1,... ,do]-

PRrRoOPOSITION 3

)
G = X2 =2

PREUVE : Par récurrence sur m en utilisant les résultats suivants: (les
nombres sont codés sur k bits)

l l
- rev(2m_1 + 1) =21 4 rev(—Qm_l)

k—1
- w? T =—1

— si z pair, 2rev(z) = Tev(g)

d .
PROPOSITION 4 Soit P = Y a;X?. Alors le reste de la division de P par
i=0
Xt —cest:
t—1

r= Z(aj + cajy) X7,
=0



4.3 Résumé de la méthode

Nous désirons calculer les valeurs P(c;) en passant par le reste r;o de la
division de P par X — ¢;. Pour se faire on utilise la proposition 2 pour faire le
calcul des r;,,, par dichotomie. Grace & la permutation die & rev, le calcul des
restes de 7y, par q,m—1 sont faciles (proposition 3 et 4).

Voici arbre de calcul :

2k 1
gor= ] (X-¢)
j=0
~N
ok=1_4 2k_1
qo,k—1 = H (X —¢) Gor-1 1 = H (X —¢)
j:() jzzk—l

Lo LN
/
Go2 = f[(X —Cj)\...

=0

d N

VANAN

X—C() X—Cl X—02 X—C3

4.4 Algorithme sur les polynémes
Voici l'algorithme (enfin!) :

2" 1
rok — . a; X7
=0

form==% —_1 downto 0 do

for I =0to n — 1 step 2™ do
2mtl_g

> g X« 1lm+1
j=0
l
8+ rev(Q—m)

o™ _1 ,
Tim ., (a; +w’ajpom)X?
j=0
fori=0ton—1do

brev(l) <70

PROPOSITION 5 Cet algorithme est en nlogn.

REMARQUE 3 On peut aussi tabuler une liste des coefficients des polyndmes
vu que l'on ne se sert pas de 'indéterminée.



