Ordonnancement avec communications

Résumé: Dans ce TD, nous continuons notre tour d’horizon des problémes
d’ordonnancement mais en considérant cette fois-ci les communications. Nous
démontrons des résultats de complexité (solution polynomiale ou démonstra-
tion de NP-complétude) pour chacun de ces problémes.

1 Ordonnancement d’un graphe FORK hétérogéne

FiG. 1 — graphe de FORK a N fils

Définissons la notion de graphe de FORK a n fils :

Définition 1 (FORK a n fils). Un graphe de FORK & n fils est graphe de taches & n + 1 noeuds étiquetés
par Ty, T4,--- , T, comme illustré sur la figure 1. Il y a une aréte entre le noeud Ty et chacun de ses fils T},
1 < i € n. Chaque noeud posséde un poids w; qui représente le temps de traitement de la tache T;. Chaque
aréte (To,T;) posséde aussi un poids correspondant au volume de données échangées d; si la tache T et la
tache T; ne sont pas traitées sur le méme processeur.

Dans cette section, nous supposons disposer d’une architecture avec un certain nombre de processeurs de
méme vitesse et d’un réseau de communication lui aussi homogeéne.

1.1 Avec une infinité de processeurs identiques : multi-port

Nous supposerons ici que ’on dispose d’un nombre illimité de machines multi-ports, c’est & dire qui
peuvent & la fois calculer et communiquer avec n’importe lesquelles des autres machines.

Etant donné un graphe de FORK et une telle architecture, nous définissons le probléme d’optimisation
suivant :

Définition 2 (FORK-SCHED-MPORT-00(G)). Etant donné un graphe de FORK G & n fils et un ensemble
infini de processeurs multi-ports de méme vitesse connectés par un réseau homogeéne, quel est la durée de
I’ordonnancement ¢ qui minimise le temps d’exécution ?

> Question 1. Donner un algorithme polynomial résolvant FORK-SCHED-MPORT-o0.

Réponse. Soit G un graphe de FORK G a n fils.

Commencons par quelques banalités concernant un ordonnancement optimal des taches. La tache Ty
étant traitée sur le processeur Py, il convient de déterminer quelles sont les taches qui vont étre traitées sur
le processeur Py et quelles sont celles qui vont étre déléguée & un autre processeur. En effet, si deux taches
sont exécutées sur un processeur P; # Py, on n’augmente pas la durée de 'ordonnancement en plagant ces
deux téches sur des processeurs différents. On sait donc qu’il existe un ordonnancement optimal tel qu'un
certain ensemble 7 = {T;,,...,T; } de taches est calculé sur le processeur Py et tel que les autres taches
sont toutes ordonnancées sur des processeurs distincts les uns des autres.
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La durée de ce type d’ordonnancement est

T = max (Zwi,{wo + (dj +wj) | j ¢I}>

i€T

Notons Tj; la tache n’appartenant pas & Z et de d; + w; maximum. S’il existe une tache T;, ¢ Z (c’est
a dire telle que k < I) telle que w;; + d;; > w;, + d;,, alors il est possible de diminuer la durée de cet
ordonnancement en placant la tache T;, toute seule sur un autre processeur que le processeur FPy. On en
déduit donc que dans un ordonnancement optimal toutes les taches de Z ont une valeur de w; + d; supérieure
& celles n’appartenant pas a 7.

Pour obtenir un ordonnancement optimal, il suffit donc de trier les taches T; pour 1 < i < n par w; + d;
croissant et de trouver k minimisant max(}" , w;, wg—1 + dg—1). O

1.2 Avec une nombre fini de processeurs identiques : multi-port

On s’intéresse ici au méme probléme que précédemment mais & ressource limitée. On ne dispose plus
d’une infinité de processeurs mais d’un nombre borné de processeurs.

Définition 3 (FORK-SCHED-MPORT-BOUNDED(G,p)). Etant donné un graphe de FORK G & N fils et
un ensemble de p processeurs multi-ports de méme vitesse connectés par un réseau homogeéne, quel est la
durée de ’ordonnancement ¢ qui minimise le temps d’exécution ?

> Question 2. Montrer que le probléme de décision associé & FORK-SCHED-MPORT-BOUNDED est
NP-complet & partir du moment ou il y a plusieurs processeurs.

Réponse. Nous allons nous ramener & 2-partition. Considérons une instance de 2-Partition, c’est & dire un
ensemble A = {a1,--- ,a,} de n entiers. Nous allons transformer cette instance en une instance du probléme
FORK-SCHED-MPORT-BOUNDED avec deux processeurs qui aura une solution si et seulement si I'instance
originale du probléme de 2-Partition avait une solution.

Définissons un graphe de FORK G constitué de n + 1 taches {Tp,..., T} :

— le pére Ty a un poids wg = 0,

— pour tout 1 < ¢ < n le noeud T; a un poids w; = a;,

— le volume des données de chaque tache est nul, c’est & dire d; = 0 pour tout 1 < i < n.

Montrons que décider s’il est possible de trouver un ordonnancement du graphe G en temps inférieur a
T = 137", w; est équivalent & savoir résoudre notre instance de 2-Partition.

Supposons que 'instance originale de 2-Partition ait une solution : il existe alors 7; et Z», deux partitions
de {1,---,n} tels que } 7 a; = Y 7 a; = S. En ordonnangant Ty ainsi que les T; pour ¢ € Z; sur le
premier processeur et les T; pour ¢ € T, sur le second processeurs, on obtient un ordonnancement de
durée max(d ;7 Wi, Y iz, wi) =T

Supposons ’existence d’un ordonnancement de notre ensemble de taches en temps T sur 2 processeurs.
Dans ce cas, le processeur Py s’occupe d’un ensemble de tiches 7; et le processeur P; d’un ensemble de
taches Z,. On a donc max(d ;cq, Wi, Y ez, wi) =T et Y ;o wi + 30,7 wi = 2T, ce qui signifie que
Yier, Wi = D ez, wi = T, cest-a-dire qu'il existe une solution a notre instance initiale de 2-Partition.

O
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1.3 Avec une infinité de processeurs identiques : un port

Dans cette partie, nous allons établir la NP-complétude du probléme d’ordonnancement dans le modéle
1-port (une machine peut calculer et communiquer en méme temps mais avec un seul processeur 3 la fois).

Définition 4 (FORK-SCHED-1-PORT-00(G)). Etant donné un graphe de FORK G a N fils et un ensemble
infini de processeurs 1-port de méme vitesse connectés par un réseau homogéne, quel est la durée de ’ordon-
nancement o qui minimise le temps d’exécution ?

> Question 3. Démontrer que le probléme de décision associé & FORK-SCHED-1-PORT-co est NP-complet.
(Indication : on pourra se ramener & 2-Partition)

Réponse. Nous commencons par considérer une instance de 2-Partition, c’est & dire un ensemble 4 =
{a1,--- ,a,} de n entiers. Nous allons transformer cette instance en une instance du probléme FORK-
SCHED-1-PORT-00 qui aura une solution si et seulement si I'instance originale du probléme de 2-Partition
avait une solution.

Soit S = 2> %, a; (si S n’est pas entier alors il n’y a pas de solution au probléme 2-Partition). Soit
M = maxa; et m = mina;. Définissons un graphe de FORK G constitué de n + 4 taches {Tp, ..., Tnts} :

— le pére Ty a un poids wy = 0,

— pour tout 1 < ¢ < n le noeud T; a un poids w; = 10(M + a; + 1),

— les trois derniers noeuds Th41, Ttz et Ty43 ont pour poids wp+1 = Wpya = Wpys = 10(M +m) + 1,

— le volume des données correspond au volume des calculs, c’est & dire d; = w; pour tout 1 <7 < n+ 3.

Montrons que décider s’il est possible de trouver un ordonnancement du graphe G en temps inférieur a
T =130 wi+2wag1 =5n(M+1)+10S + 20(M +m) + 2 est équivalent & savoir résoudre notre instance
de 2-Partition.

Supposons que 'instance originale de 2-Partition ait une solution : il existe alors 7; et Z», deux partitions
de {1,---,n} tels que ) 7 a; = )7, a; = S. Construisons notre ordonnancement de la fagon suivante :
— Le processeur Py est en charge de l'exécution de la tache Ty et des taches T; pour ¢ € 7; et des taches
Tht1 et Tpyo. Py a besoin exactement de 7" unités de temps pour effectuer ’ensemble de ses calculs
puisque T = £ 31 | w; + 2wny1.

— Chaque tache restante est assigné a un processeur différent. Nous utilisons donc |Z»| + 1 processeurs
en plus de Fp.

— Les communications sont faites suivant ’ordre croissant des indices des taches : ainsi le dernier
message envoyé concerne la tache T}, 3.

— Le processeur responsable de 7}, 3 est donc prét & commencer son exécution a l'instant ZIZ di+dn+s
et termine son exécution a 'instant ZIZ di+dpys +wp3=T.

— Tous les autres processeurs terminent leur exécution plus tot. En effet, ils recoivent leur message au
plus tard en 212 d; et leur exécution w; est inférieur & 2wy, 3.

Nous avons donc construit un ordonnancement valide de notre instance de FORK-SCHED-1-PORT-c0.

Réciproquement, supposons que notre instance de FORK-SCHED-1-PORT-occ posséde une solution,
c’est & dire un ordonnancement o qui permet d’obtenir un temps d’exécution inférieur & 7. Notons
Py le processeur qui exécute le tache To et 7 = {i | 1 <4 < n + 3 et T; est traitée sur Py} I’ensemble
des indices des taches affectées & Py. Le temps de calcul de Py est au moins de A = Eiel w;. Le
processeur qui recoit le dernier message de Py pour exécuter la tache Tiasy (dont l'indice n’est pas
dans 7) ne peut pas terminer son exécution avant B = Zigz d; + wiast- Comme 'ordonnancement o
donne une solution & notre instance de FORK-SCHED-1-PORT-oc0, nous avons max(4,B) < T. Or
A+ B =Y, wi + Wiast = 2T + Wiasy — Wpy1 > 2T. Nécessairement, A = B = T et wp41 = Wiast-
Comme A = B, nous avons en particulier A = B[10]. Donc Z contient au moins deux indices parmi
{n+1,n+2,n+ 3}. En considérant Z; égal & Z privé de ces deux indices et 7 = {1,--- ,n}\Z;, on
obtient donc une solution de 2-Partition pour notre instance initiale.

A.LEGRAND , Y.ROBERT



2 Ordonnancement d’un ensemble de taches identiques sur une pla-
teforme maitre-esclave hétérogéne.

Dans cette section, on dispose d’un ensemble de taches identiques et indépendantes ainsi que d’une
plateforme maitre-esclave constituée de processeurs de vitesses différentes (voir Figure 2). Le modéle de
machine utilisé est celui des machines 1-port, c’est & dire qu’il n’est pas possible de communiquer et de
calculer en méme temps.

Fi1a. 2 — plateforme maitre-esclave hétérogene

Le calcul d’une tache sur le processeur P; requiére une communication de durée d; avec Py et dure w;.

Définition 5 (MASTER-SLAVE((dy,w:), ..., (dn,wy,),T)). Etant donné un ensemble de taches identiques et
indépendantes et une plateforme maitre-esclaves de processeurs multi-ports de caractéristiques (di, w1), - - -, (dn, wy),
quel est le nombre maximal de taches que 1’on puisse calculer en temps T ?

On va montrer que ce probléme peut étre résolu en temps polynomial.

> Question 4. Etant donné une instance ((di,w1), ..., (dn, wy),T) de MASTER-SLAVE, créer une nouvelle
instance telle que chaque processeur exécute au plus une tache.

Réponse. 11 suffit de transformer le processeur ¢ de la facon suivante :

avec M = max(d;,w;) et | = | T2 ]. O
> Question 5. Soit (P;,,..., ;) une liste de processeur telle que ’on puisse déléguer une tache & P;, puis
a P, ..., puis & P;, en un temps inférieur & 7. Montrer que 'on peut également déléguer ces taches en

prenant ces processeurs dans ’ordre des w; décroissants.

Réponse. Réordonnons les processeurs dans ’ordre des w; décroissants et notons donc 41, ...,%; 'ordre qui
marche. On a donc :
(L1) di, +wi, <T

(L2)  diy +diy +wi, <T
(Lk) dil +di2+'-'+dik + wy, gT
Soient ji,...,Jji tels que ij, =1, i, =2, ...et 3;, = k. Démontrons par récurrence que les équations induites

par l'ordre des w; décroissants sont vérifiées.
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i) On a di +w; < T. En effet, dans ’équation L, ona d;, +---+d +di+w <T.

ii) On a dy +ds +wy < T. En effet, il y a deux possibilité :
— soit j2 > jy et alors 'inégalité L, comprend les termes d
T,
— soit jo < ji et alors I'inégalité L; comprend les termes d
wy < wi, on a bien dy; +ds +we < T

%j1 =1

+d;;, +w;;, et donc on a bien d; +ds +ws <

i1 i

+ d;;, +w;;, et, en utilisant le fait que

iy 2P
iii) Passons au cas général. Soit 4 < k. Supposons que pour tout I < ¢ on ait diy +---+d; +w; < T et
montrons que d; + ...d;11 + wiy1 < T. Notons m; = max(jy,--.,ji)-
— Soit jiy1 > m; et on regarde directement 1'équation Lj, . En effet cette équation contient les termes
dy,ds,...,d; (car j;11 > m;) ainsi que d; 11 + w;1 et donc on a bien dy + ...d;j11 +wip1 < T-
— Soit j;+1 < m; et on regarde ’équation L,,,. En effet cette équation contient les termes dy,da, . .., d;it1
ainsi que d; + w;. On en déduit donc que dy + ...d;+1 + w; < T. En utilisant le fait que w; > w;y1,

on obtient donc bien d; +...dj41 + w1 < T

O
On propose l'algorithme suivant :
MASTER-SLAVE((P,, ..., P,),T)
1:  Trier les processeurs par d; croissant
2. L« 0
3: Pouri=1 an
4 Si LU {P;} est ordonnancable en temps inférieur 3 T'
5: Alors L < LU {P;}
6: Renvoyer (L)
> Question 6. Supposons qu'il existe une liste de processeurs (P;,,...,P;, ) qui marche en temps T dans
cet ordre. Montrer que ’algorithme glouton précédent renvoie au moins n valeurs.
Réponse. Pour alléger les notations, on dira qu’un ensemble d’indices Z = {iy,..., i} est ordonnancable si
et seulement s’il existe un ordonnancement valide en temps inférieur & T' des processeurs {F;,, ..., P;, }.
On va montrer que I’algorithme renvoie des valeurs {g1,...,gr} et que cet ensemble est bien ordonnan-
¢able. On supposera dans la suite que ’ensemble {i1,...,4;} est trié par ¢; croissant.
i) On sait que l’ensemble des indices Z = {i1,...,%x} est ordonnangable et donc que chaque {i;} est or-
donnancable. Ceci nous garantie donc l'existence de g; et que g; < min(ig, ..., 8).

Si g; € 7 il existe bien une solution & k éléments contenant g,. Dans le cas contraire, 7 étant ordon-
nangable dans un certain ordre, en remplacant le premier indice i;, de Z & étre ordonnancé par g;, on
obtient toujours un ensemble d’équations consistant : la validité de la premiére équation (¢y, +wg, < T)
découle de la définition de g; et la validité des autres équations du fait que I'on a remplacé c;;, par cg,
qui est plus petit.

ii) On sait qu'il existe un ensemble Z = {gi,i},...,4,_,} ordonnancable. Donc pour tout j, on a {g1,4}}
ordonnancable, ce qui nous garantie I’existence de g, ainsi que le fait que go < min(é},...,4,_;).

Si go € {i},...,i}_, } alors, on sait qu’il existe un ensemble & k éléments contenant g; et g». Dans le cas

contraire, on va remplacer la premiére inégalité qui ne concerne pas g; par ’inégalité induite par gs :

— g1 est l'indice du premier processeur qui recoit une tache et f est I'indice du deuxiéme. Etant donné
que {g1, g2} est ordonnancable, en remplagant f par g2 dans Z, on satisfait toujours les deux premiéres
inégalités. Les autres découlent du fait que ¢4, < cy.

— L’indice f du premier processeur qui recoit une tiche n’est pas g;. Dans ce cas, en remplacant f
par g2 dans Z, la premiére inégalité est clairement vérifiée ({g2} est ordonnancable) et les suivantes
découlent du fait que ¢4, < c5.

1l existe donc bien une solution & k éléments contenant g; et gs.

iii) Passons au cas général. Supposons qu’il existe un ensemble 7 = {g1,...,9j-1,],... ’i;c—j—i-l} ordonnan-
cable. Etant donné que pour tout I € [1,k—j + 1] : {g1,-..,9j—1,%} est ordonnancable, on est assuré
de Dexistence de g; et que g; < min(éf, ... ,i%_Hl).
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Sigj € {i1,---,%_j41} alors on est assuré de l'existence d’un ensemble & k éléments ordonnancable

et contenant g1,...,95—1 et g;. Dans le cas contraire, on va remplacer la premiére inégalité L; qui ne
concerne pas gi,92,-.. ou gj—1 par 'inégalité induite par g;.

Sila premiére inégalité concerne g;, , la deuxiéme g;,, . . ., 1a1°™® g;, et la[+1°™¢ 4, alors i) {gi,, . - -, gi1, i} }
(en temps que sous ensemble de 7) et ii) {gs,,-..,9i,,9;} (en temps que sous ensemble de {g1,...,9;})

sont ordonnancables. Quand on remplace z’f par g; dans Z, les [ premiéres équations sont inchangées, la
[ + 18m¢ découle de ii), et les suivantes du fait que cg; < cil -
O
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