Algorithmes et architectures systoliques

Résumé: Dans ce TD, nous étudions le produit de matrice et la décomposition
LU sur des architectures systoliques pour les matrices bandes. Le nombre de
cellules des réseaux systoliques adaptés au traitement de telles matrices ne
dépend que de la largeur de la bande et non de la taille de la matrice.

1 Produit de matrices & structure bande

Une matrice bande possédant p super-diagonales et ¢ sous diagonales a donc une bande de largeur
w=p+qg—1

Fi1G. 1 — Matrice bande avec p =3 et ¢ = 2

> Question 1. Soient A une matrice bande (p4,q4) et B une matrice bande (pg, gg)- Montrer que C = A-B
est également une matrice bande.

Réponse. Commencons par remarquer que pour tout matrice bande M, ona M;; #0 & 1 —qgu < j—1i <
py — 1. Etant donné que ¢;; = Ek airbr;, observons les éléments de cette somme :

ar Z0&i+1—qga<k<i+psa—1
b0 j+1-pp<k<j+agp—1
airbr; 70 2—(ga+¢B) <k < (pa+pB)—2

Onadoncc;; #0442 —(ga+gp) < k< (pa+pp)—2,s0it pc =pa+pp—1letgqoc=qa+gp—1 O

Cout

Qip, b;
e Aoyt Qin

bout — bm
Cout < Cin + Qip X bzn

bout Qout

Cin
FiG. 2 — Programme des cellules pour le réseau de Kung et Leiserson
> Question 2. Proposer un réseau permettant de calculer le produit d’une matrice bande (P, Q) par une
matrice bande (@, P) en utilisant les cellules décrites en Figure 2.
Réponse.

Nous allons traiter le cas du produit d’une matrice bande (3,2) par une matrice bande (2,3). La matrice
résultante étant une matrice bande (4,4), il est assez naturel d’utiliser le réseau suivant :
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Quelles sont les contraintes auxquelles on fait face ?

1. Tout d’abord, étant donné la structure des matrices, il est impossible de les faire rentrer par ligne si
on s’impose un réseau dont la taille est indépendante de la taille des matrices. Il est bien plus naturel
de les faire rentrer pas diagonales. Au vu du type de cellule que ’on peut utiliser il est raisonnable de
faire entrer A par la gauche, B par la droite et C par le bas. On pourra vérifier que les dimensions du
réseau sont bien compatibles avec la structure de A, B et C.

2. La diagonale de C' étant celle qui requiére le plus de calcul, elle doit circuler vers le haut en passant au
milieu du réseau. Considérons par exemple le calcul de c33. On a ¢33 = agabaz + azzbssz +assbys +azsbss.
Supposons que ¢33 soit en (0,0) au temps ¢. Alors ass et bag sont aussi en (0,0) au temps t. Au temps
t+ 1, c33 est en (1,1) et donc azz et bzz aussi. agz était donc en (2,1) au temps ¢ et bz en (1,2) au
temps t. Au temps ¢ + 2, ¢33 est en (2,2) et en refaisant le méme raisonnement, on en déduit que az4
doit étre en (4,2) au temps t et byz en (2,4). On sait donc que si le premier élément d’une ligne de A
est en (0,0) au temps t, le d*™° est en (2d,d) au temps t; si le premier élément d’une colonne de B est
en (0,0) au temps ¢, le d*™° est en (d,2d) au temps t.

3. I nous faut maintenant savoir & quelles vitesse les éléments d’une méme diagonale rentrent dans le
réseau. Regardons par exemple ’élément de A qui précéde ass : a43. agq3 doit rencontrer bss pour
participer au calcul de c43 = a43bss + aa4bss + aasbss. b3z étant en (1,0) au temps t + 3, cs3 et as3
doivent également y é&tre. On en déduit donc que aq3 est en (4,0) au temps t et ¢q3 en (—1,—2). Les
éléments d’'une méme diagonale vont donc rentrer tous les trois tops dans le réseau.

On peut déduire des remarques précédentes le réseau suivant :
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Az
ba,>

(7% az3 az3 a3
b3,1 b3,2 b3,3 b3,4

az2 a2

t+3-d+2-k, k+ Q) pour k € [1, P)
—t+3-d+! ,—1+ Q) pourl € [0,Q)]
)

A: anti-diagonale d: * E_

ba,arx (—k+Q, —t+3-d+k ) pour k € [1, P]
(
(

B : anti-diagonale d : [+Q ~t+3-d+2-1) pour l € [0, Q]

t—3-d—2-k+2,t—3-d—k+2 )pour k € [1,P+ Q]

. qe C
C': anti-diagonale d : (t—3-d—1+2 t—3-d—2-1+2) pour [ € [0,P+ Q)]

A titre d’exemple, I’état du réseau au temps t = 7, est représenté ci-dessous.

aq6
be,a

ag 5 as5 aqs5 azs
bs,3 bs.4 bs,5 bs.6

Ca5 €34 €13 C52

C35 Caa C5,3

Chaque cellule n’est active qu’une fois sur trois et le temps nécessaire pour effectuer le produit de matrice est
donc de 3n + O(P + @). On remarquera qu’il est possible de pipeliner 3 produits de matrices en entrelagant

les matrices pour augmenter le rendement du réseau. O
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Cout

Goyt bout
Aoyt Gin

bout — bm
Cout < Cin + Qi X bm

Cin

F1G. 3 — Programme des cellules pour le réseau de Weiser et Davis

> Question 3. Proposer un réseau utilisant les cellules décrite en Figure 3 et permettant de calculer le
produit d’une matrice bande (p, ¢) par une matrice bande (g, p).

Réponse. En effectuant le méme type d’analyse que précédemment, on peut construire le réseau suivant :

bys b3y az1 G322 Q43 0A54
bs,s b4,4 Az Q33 Q44 Q55
bs,s bs,4 A3 QA34 Q45 0As56
brs  bea A4 QA35 Q46 O57

C1,3 C2.3 C33 C32 C31
C1,4 C2.4 C3.4 C44 C43 C49 C41
Co5 C35 Cap Cs5 Cs.4 Cs,3 Cs5,2
C36 Cap Ce,4 C6,3
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le,sans ag7 Qg9g (10,9

C6,3

bo1o bsg brg b67b5’}6:

510,10 bg,g bs,s by 7 Gr7 0agg QG99 a10,10

b11,10 b10,9 bg,s b7 a7g a9 Q9,10 G10,11

1712,10 1711,9 blo,s by 7 G79 0ag10 Q9,11 @10,12

C4, R R ) g c1, 7.4
Cs5,8 Ce,8 C78 Cg,8 Cg,7 Cg.6 g5
C6,9 C7,9 Cg,9 Co,9 Co8 Co,7 Co6
C7,10 Cg,10 C9,10 C10,10 C10,9 C10,8 C10,7
C8,11 Co,11 Ci1,9 C11,8
Son rendement, est bien meilleur que le précédent et un produit est effectué en temps n + O(P + Q). O

2 Factorisation des matrices bandes

Triangularisation d’une matrice par l'algorithme de Gauss et décomposition LU sont intimement liées.
En effet, triangulariser A, c’est la pré-multiplier des matrices élémentaires triangulaires inférieurs & diagonale
unité Ly, Lo, ..., L, de telle sorte que la matrice Ly ... Lo L1 A = U soit triangulaire supérieure. L; correspond
3 D’élimination de la i®™¢ colonne de A et ne différe avec I'identité que par sa i®™® colonne. En notant L
l'inverse de L, ... Ly Ly, on obtient donc la décomposition LU de A. Il se trouve que L s’obtient trés facilement
a partir des matrices L; : il suffit de juxtaposer les i®™® colonnes des L; en changeant le signe des éléments
non diagonaux.

On va réutiliser le réseau de la question 2 en introduisant un nouveau type de cellule (voir Figure 4.)

a

1/a
a

Fi1G. 4 — Cellule supplémentaire pour faire une décomposition LU

> Question 4. En observant le graphe de dépendances d’une élimination de Gauss, proposer une paralléli-
sation possible et en déduire une architecture systolique réalisant la décomposition LU d’une matrice bande

(p, ).

Réponse. On va faire une élimination ligne par ligne d’une matrice bande possédant 4 sous-diagonales et 4
super-diagonales :
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— Instant ¢ : annuler a1 & ’aide de a;; par combinaison des lignes 1 et 2.
— Instant ¢ + 1 : mettre ass & jour avec ajs en raison de la combinaison des lignes 1 et 2;
annuler az; & l'aide de a;; par combinaison des lignes 1 et 3.
— Instant ¢ + 2 : mettre as3 & jour avec a3 en raison de la combinaison des lignes 1 et 2;
mettre azs 3 jour avec ajs en raison de la combinaison des lignes 1 et 3;
annuler ay4; 4 ’aide de ay; par combinaison des lignes 1 et 4.
— Instant ¢t + 3 : mettre a4 & jour avec a4 en raison de la combinaison des lignes 1 et 2;
mettre agz a jour avec a;3 en raison de la combinaison des lignes 1 et 3;
mettre aqo 3 jour avec ajs en raison de la combinaison des lignes 1 et 4;
annuler ags 3 l'aide de a;2 par combinaison des lignes 2 et 3.
A moins d’accepter de propager le pivot ay; & toutes les lignes en un seul top (ce qui n’est pas vraiment dans
Pesprit des architectures systoliques), I’élimination des coefficients de la seconde colonne de A ne peut pas
commencer avant U'instant ¢ + 3. Le réseau résultant ne peut délivrer la factorisation qu’en temps 3n + O(w).
On va utiliser le méme algorithme que pour les matrices dense et on a donc les récurrences suivantes :

1

Q;;° = Qij
ol = af) + L (—uiy)
0 sii<k
liw=<1 sii=k

ag,?/ukk sii>k

0 sik>j
Ukj =\ (k)

a; Sik<j

Le réseau qui permet de représenter ce calcul est représenté sur la Figure 5. O

C1,2 C2,1

C1,3 C29 C31

Fi1G. 5 — Réseau de Kung et Leiserson adapté a la décomposition LU
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