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I Introduction

Que fait un systéme de calcul formel ?

— travailler sur des grands nombres entiers, rationnels, réels, ...

— travailler sur des polynomes, fractions rationnelles, en plusieurs variables.
Factorisation de polynomes.

— analyse : calcul de limites, de dérivées, ...

— simplification, manipulation de formules

— résolution d’équations exactes et approchées

— intégration formelle

— résolution d’équations différentielles

— algebre linéaire : résolution de systemes, calcul de valeurs propres

— calcul dans les corps de nombres
exemple :

Q[V2] = {a+b\/§;a,b c Q}

— calcul de sommes
exemple :

— calcul modulaire : calcul modulo n, dans Z/nZ
— simplification

exemple :
en Maple : expand, normal, collect, simplify, factor
expand ((1+X) ~20) ;
1+20X+190X"2+...+X"20
factor(\%);
(1+X)"20
expand ((1+X) ~20+1) ;
2+20X+190X72+...4X720
factor(\%);
2+20X+190X"2+...4X"20
exemple : Simplifier des expressions n’est pas facile ; ainsi, il n’est pas évident
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de se rendre compte que ’expression suivante désigne un entier.

{27+ 6Vt + {f21 - 6va1

exemple : De méme, on ne voit pas facilement que a = §.

{a = VE+v/22+2V5
B 11+2v29 + \/16—2\/E+2\/55—10\/E
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premier chapitre

Rappels d’arithmétique et
multiprécision

1.1 Nombres et chiffres

2001 =2x10°+0x102+0x10+1

Le zéro comme chiffre date de 450, il a été inventé par les mathématiciens
hindous.
Soit B € N la base et N € N. On décompose N sur B en :

N =c;B¥ 4+ ¢4,_1B*¥' + ...+ ¢1 B + ¢, avec Vi, c; € {0,1,...,B—1}

1.1.1 Décomposition d’un nombre sur une base

N et B étant donnés, trouver les ¢;.

2001 = 200 x10+ 1
~ ~—

quotient reste

On notera a + b le quotient de la division euclidienne de a par b et @ mod b le
reste. (en MAPLE : iquo et irem)

algorithme 1 calcul des ¢;
étant donné : N, B

fournit : N:JiociB",Ogci<B
i=0

1< 0

M+ N

tant que M # 0O faire
¢; — M mod B
1 i+1
M+ M-~+B

fin tant que




2 1. RAPPELS D’ARITHMETIQUE ET MULTIPRECISION

exemple : écrire 23 en base 2

23 | 2
1| 1112
1 52
1 212
0 12
110
d’ot 23 = 10111,

Maple La fonction convert (N,base,B) décompose N sur la base B.

1.1.2 Evaluation d’un nombre connaissant sa décomposition
sur une base

¢; et B étant donnés, trouver V.
Il s’agit en fait d’évaluer un polynéme en un point, on utilise pour cela la
méthode de Horner.

algorithme 2 calcul de N
étant donné : B, k, ¢;,0<i<k

k )
fournit : N =) ¢;B*
i=0
N<+0
pour i = k a 0 par pas de —1 faire
N+ N x B+¢;

fin pour

1.2 Algorithme des puissances

1.2.1 Algorithme gauche-droite

exemple :
30 =7
3x3x---x3
N—_————

15 multiplications

()

4 multiplications

exemple :
calcul de a®®

23 = J0111,
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algorithme 3 calcul de ¢ = a®

étant donné : q, b
fournit : ¢ =a’

écrire b en base 2

rayer le 1 de gauche
remplacer 0 par Q, 1 par QX

en partant de a, exécuter les opérations

On obtient les opérations
QQXQXQX

a—sa’—sa*a® 3a0 5t 5% 5d®

Le cotit de 'opération est inférieure & deux fois le nombre de chiffre de b en
base 2 moins 1.

En base B, un nombre de k chiffres est compris entre B¥~! et B¥ — 1.

Soit k le nombre de chiffre de b en base 2.

2kt <p <2k
k—1<logyb<k
Le cofit de 'opération est donc inférieure a 2log, b.
preuve : 1. Par récurrence sur le nombre de chiffres de b en base 2.
b=2b +¢,e€{0,1}
o’ = (abl)z x a°
2. Horner

cx2® +cpo127T+ -+ o
((CkX2+Ck,1)X2+Ck,2)X2+--- [

o
Il

1.2.2 La multiplication des paysans russes

exemple : Soit & calculer 19 x 23

19 23 1
38 11 1
76 5 1
152 2 0
304 1 1
+

437 écriture binaire de 23
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On ignore les lignes qui ont un nombre pair dans la colonne de 23 (ce qui correspond
4 un 0 dans son écriture binaire)

23=164+0%x84+4+2+1

19x23=19x(14+2+4+0x8+16)
19x23=194+19x24+19%x4+19x0x8+19 x 16

algorithme 4 calculde y =a x b

étant donné : q, b

fournit : y=a xb
zZ4+a
y <+ 0
w <+ b
tant que w # 0 faire
r < w mod 2
w—wE2
sir =1 alors
Yy<—y+z
fin si
z2+ 2%z

fin tant que

1.2.3 Algorithme droite-gauche

multiplication
axb=a+a+---+a
b fois
exponentiation
d=axax---xa
b fois

On remplace + par x et 0 par 1 dans l'algorithme 4 obtenant ainsi ’algo-
rithme 5.
1.2.4 Calcul de a®* mod n
méthode béte

1. Calculer a®

2. Prendre le reste dans la division par n

méthode meilleure Dans les algorithmes 3 ou 5, travailler modulo n.
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algorithme 5 calcul de y = a®

étant donné : q, b
fournit : y = a®
zZ+a
y«1
wb
tant que w # 0 faire
r < w mod 2
w4~ w+2
sir =1 alors
Yy+—yxz
fin si

Z—2X2Z

fin tant que

Conclusion a® mod n se calcule si a, b,n ont 100 chiffres décimaux en moins
de log(100) = 670 opérations élémentaires, chaque opération étant une multi-
plication de deux nombres de 100 chiffres suivie par une division par un nombre
de 100 chiffres : c’est rapide.

Application au test de primalité Etant donné n impair, n est-il premier ?
1. Diviser n par 2,3,5,7,11,... < y/n. Si une division a un reste nul, n n’est
pas premier. Si aucune division n’a un reste nul, n est premier.
Pour un n de 30 chiffres : n ~ 10%°, /n ~ 1015.
On note II(z) le nombre de nombres premiers inférieurs & z. On sait que
I(z) ~

xz
logz*
I1(10'%) > 10"

On doit donc faire 10'2 divisions. En admettant qu’un ordinateur actuel
permet de faire 10° divisions par secondes, il faut alors attendre 10* se-
condes, c’est-a-dire 3 heures!
2. Utiliser le théoreme de FERMAT, a savoir :
Si p est premier et pt a alors a?~! = 1 mod p.
Si m est impair, on calcule 2" ! mod n par 1’algorithme des puissances.

Si le résultat est différent de 1, n n’est pas premier. En revanche, si le
résultat est égal & 1, n est probablement premier.

Par exemple, pour n = 341 = 11 x 31, 2340 = 1 mod 341, le test précédent
échoue.

Maple

a & b mod n;

power(a,b) mod n;
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1.3 Multiprécision

De nos jours, nous disposons d’ordinateurs travaillant sur 32 ou 64 bits. Les
opérations dont le résultat est inférieure & 23! — 1 ou 293 — 1 sont exactes.

On choisit B tel que B? soit plus petit que le plus grand entier représenté
par ordinateur.

B?Z<23 -1

On choisit généralement pour B une puissance paire de 2. Pour un ordinateur
32 bits, on choisit B = 2. On représente alors un grand nombre N par :

N:CkBk-}-Ck,lBk_l+---+ClB+Co,OSC,'<B

On va voir dans cette partie comment faire les opérations élémentaires sur ces
grands nombres représentés par la liste de leurs coeflicients.

1.3.1 Addition

algorithme 6 calculde W =U +V

m . n .
étant donné : U =) u;B", V= > v; B’
i=0 j=0
l
fournit : W =U+V = Y w,B*
k=0
// alignement
I + max(m,n)
si | = m alors
Compléter vy =vj—1 = - =vpy1 =0
sinon
Compléter uy = uj—1 =+ = Upy1 =0
fin si

// addition

retenue < 0

pour i =0 a !/ faire
t < u; + v; + retenue
w; + t mod B
retenue <t + B

fin pour

si retenue # 0 alors
l<1+1
wy < retenue

fin si
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1.3.2 Multiplication

algorithme 7 calculde W =U x V

m . n 3
étant donné : U =) u;B", V=) v;B’
=0 =0

J
fournit : W=U xV = zl: wy, B¥
k=0
// initialisation
pour [ =0 am+n+ 1 faire
w; < 0
fin pour
// calcul des produits partiels
pour j =0 a n faire
retenue < 0
pour i = 0 a m faire
t ¢ u; X v; + wipj + retenue
Wi4; < t mod B
retenue <t + B
fin pour

Wjymy1 ¢ retenue

fin pour

Il n’y a pas de dépassements car t < B2. En effet :
wy < B
t = u; X vj + w;iqj + retenue
t<(B-1°+(B-1)+(B-1)
t<B*>-2B+1+2B-2=RB*-1

1.3.3 Division

exemple :

410000 | 588

588 < 4100 < 5880

4100 | 588
572 [ 8
7

6
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Division élémentaire

Soit V = vp,B"+--- 4
U = upp1B"™' 4+ upB"+---+uy upy1 pouvant étre nul

tels que
V<U<BV
On pose
U .
g = |= (quotient exact)
v
n B n
r = Un+1 8 +u
Un
¢ = min(|z]|,B—1) (quotient approché)

théoréme 1.1 (Division élémentaire)

1.¢g<q

2. Siv, > | 2], alors§—2< ¢ <q.

preuve : 1. Ona:
vaB" <V <v,B"+(B-1)(1+B+---+B""")

v, B" <V <v,B" +B" — 1

On majore q :

¢ = U1 B" T 4 un B® + - o
vnB™ + -+ + o
< un+1B”+1 +u,B"+B" -1
- L v, B™
<

Un+1B+un+1—B%J

Un

On effectue la division euclidienne de un4+1B + un par vy, :

Un+1B + up = [2]vn + 7,0 <7 < v,

D’ou
Un1B +un +1— g7
q
< o
< lz]on +7+1— 2=
< o
Or

1 1
r+ —ﬁ<vn
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Donc
lzjon +7+1— 2= _
R e
Ainsi
g<|z] <q
2. On suppose
B
w2 3]
Montrons que
G§<q+2

Comme ¢ < B —1, si ¢ > B — 3, c’est évident.
Supposons donc que ¢ < B — 3.
Montrons que

lz] <g+2

_ Up+1B 4 uy, Uns1 BT + u, B" U

Up v, B" ~V-—-(Br-1)
U U
=|=|>2=-1
i=[v]=7

r—q—1

IN

INA

INA

SEL D)

(

( V—(B"-1)
(7

(

INA

VR
<

1%
5

=

M‘f
Nk
|
o]

S

N———

<l <le <lg =l

‘tu
N
Sl =
|
—_
N———

o]
||

w
N

Mais
%<q+1§B—4+1=B—3
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D’ou
r—q—1<2
i.e.
r<qg+3

Donc
] <q+2

théoréme 1.2 (Lemme de normalisation)
Soit v tel que 1 <v < B —1.

Alors B B
—_|< B
7] <[5 <

preuve :

B B
< B 1.1
UL}+1J_vv+l< (1)

On effectue la division euclidienne de B par v + 1.

B=a(v+1)+r0<r<vw

B =a
v+1]|
Il faut donc montrer
Nk
av 2 | 3
Comme
B>v+1
On a
a>1
Et comme
r<wv
On a
B<a(v+1)+w
ie.
B<av4+a+v=2av—-(a—1)(v—1)+1
D’ou
B<2aw+1
Ainsi B .
g Sty
D’ou

{gJ <av (1.2) -
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Comment faire la division de U par V si v, < % ?

On multiplie tout par a = [ B J, obtenant U' = aU et V' = aV. On faire

vn+1
alors la division de U’ par V'. On a
v_u
ViV

Le reste de la division est multiplié par a.
V' =aV < a(v, +1)B™ < B™*!

Ainsi
a(v, +1) < B

Donc V et V' ont le méme nombre de chiffres.
B
V'=aV > av,B™ > {5J B"
Donc le chiffre dominant de V" est supérieur & |2 |.

1.3.4 Multiplier rapidement

Si U an+1 chiffres, V a n + 1 chiffres, la multiplication de U par V est en
o (n2)

1 milliard de décimales de m occupent 100 millions de chiffres en base B =
230, Multiplier deux tels nombres nécessitent (108)2 = 10'6 opérations élémentaires.

log 3
L’algorithme de KARATSUBA a une complexité de O (n%)

Exercice 1.1 — Algorithme de Karatsuba

Soit P et @ deux polynémes de degré inférieur & 2m, ot m = 2". L’algorithme
de Karatsuba fonde son approche diviser pour régner sur la formule :

PxQ=(X""+X")P1x Q1 —X"(P1— Po) x (Q1 — Qo) + (X" +1)P x Qo
PX™+ P

P
{ Q Q1 X™ + Qo
Montrer que la complexité de ’algorithme de Karatsuba pour la multiplication
de deux polynémes de degré N est O (N }ﬁ%)

avec

solution page 101

L’algorithme de transformée de FOURIER rapide fonctionne, quant a lui, en
O (nlognloglogn). Cette méthode, difficile & implémenter, ne devient intéressante
que pour n supérieur a plusieurs milliers.

Exercice 1.2 — Calcul de 7

Montrer la formule
40
1 4 2 1 1
T = E - - - iy Y
16\ 8 +1 8 +4 & +5 8i+6

=0

solution page 101
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deuxiéme chapitre

Rappels d’arithmétique

2.1 pgced

On calcule le pged de deux entiers en utilisant 1’algorithme d’EUCLIDE.

lemme 2.1

| Sia=bg+r avec 0 <r < b alors pged(a,b) = pged(b, ).

preuve : Soit d = pged(a,b) € N et d' = pged(b,r) € N.
d|aetd|bdoncd|r=a—bq,ainsid|d.
d |betd |r doncd |a=bg+r,ainsi d’ |d.
Comme d |d et qued |d,onad=d.

On en déduit un algorithme pour le calcul du pged.

algorithme 8 pgcd(a, b) version récursive

étant donné : a e N, be N
fournit : pged(a,b)
si b =0 alors
retourner a
sinon
retourner pgcd(b, a mod b)

fin si

13
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algorithme 9 pgcd(a, b) version itérative

:a€N, beN
fournit : d = pgcd(a,b)

étant donné

m+a

n<+b

r < m mod n

tant que r # 0 faire
m < n
n<r
r < m mod n

fin tant que

d<r

exemple : Algorithme d’Euclide de A et de B, avec A > B.

A = aB+ro

B = a1ro+nr

To = ar1+7r2

T; = Qi+2Ti+1 + Tit2
Titl =  @i+3Ti42 +Tit3
Tit2 =  Qi44Ti43 + Tita
Tn—5 = Qp-3Tpn—-4+Tn-3
Th—4 = Qp—2Tp-3+Tn-2
-3 = Qn—-1Tn-2

ap>1,1<ro<B
a1 >1,1<ri1<ro
a2 > 1, 1<ra<m

aiv2 > 1,1 < ripo < 1Tiga
ai+3 > 1,1 < rip3 < 1rigo
aiva > 1,1 < riya <riys

an-321,1<7rp 3<rn4
an—22>1,1<r,_2 <rp_3
An—1 Z 2,1“»,;71 = 0

Le pged de A et de B est le dernier reste non nul, c’est-a-dire r,_2. Dans l’algorithme

ci-dessus, il y a n divisions (n > 2).

définition 2.1 (suite de Fibonacci)

R =
PR =
Fn+2 =

proposition 2.2

r_1 = B. On a alors

Fn+1+Fn

La suite de Fibonacci (F,), oy est définie par

n>0

Dans Palgorithme d’Euclide de A et B, avec A > B, on poser_, = A,

V] € {_2,—1,0,1,...,71—3},7"]‘ Zanj
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preuve : On montre I'inégalité par récurrence descendante.
L’hypothése de récurrence H(z) est Vj > i+ 1,7; > Fp_;
—t=n—-2
The3 = Qn_1Tn—2 > 2 X 1 =F3
— Soit 4 < n — 2 tel que H(4).
Montrons H(i — 1), c’est-a-dire, montrons que r; > F_;.
Par hypothese de récurrence, on a

rit1 > Fnoia
Tiv2 > Fn_i_2

De plus
Ti = Qi2Ti+1 + Tig2
Or
a2 > 1
Donc
Ty 2 Tip1+Tig2 > Fooio1 + Fnoj2 = Fry
D’ou le résultat. |

théoréme 2.3

] Si dans ’algorithme d’Euclide de A et de B, ou A > B, il y an divisions,
alors A > Fp 4.

preuve : Evident d’apres la proposition précédente. |

corollaire 2.4
Soit A et B deux nombres strictement inférieurs a F,2. Alors 'algo-
| rithme d’Euclide de A et de B nécessite au plus n divisions.

preuve : On effectue 'algorithme d’Euclide de A et de B.
— Si A> B,ily aau plus n — 1 divisions.
— Sinon la premiére division A =0 x B + A permute A et Betily
a au plus n divisions. n

lemme 2.5

| Vn >0, Fpyz > 108

Exercice 2.1 — Suite de Fibonacci
1) Calculer F,.

2) Montrer que
Vn > 0,Fny2 > 105

3) Montrer que F, peut se calculer en O (log, n) opérations portant sur des
entiers.
solution page 102
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théoréme 2.6 (Lamé, 1845)

Si A et B ont au plus k chiffres en base 10, I’algorithme d’Euclide de A
et de B nécessite au plus 5k divisions.

preuve :
A,B < 10" < Fyppo

On applique alors le corollaire précédent. |

2.2 Bézout

théoréme 2.7 (Bézout)
Soit a,b € N et d = pged(a, b).

Alors
d = au+bv
Ju,weZ |u| < b
lv] < a

De plus, on a

pged(a,b) =1 Ju,v € Zlau+bv =1

preuve : 1. La preuve utilise I'algorithme d’Euclide étendu.
Dans lalgorithme d’Euclide de A et de B, on pose, en notant
(@i)o<;<n_1 la suite des quotients,

U—2 = 0
U—1 = 1
i = —aiUi-1 +U;i—2
V_2 = 1
V-1 = 0
Vi = —QiVi-1+vi-2

On montre alors par récurrence que
v;A+u;B=r;
En faisant ¢ = n — 2, on obtient le résultat :

Up—2A + Up_2B = rp_» = pgcd(A4, B)

2. Soit
d = pgcd(a, b)
On a
d|a
d|b
Donc

d| au + bv
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ie.
d|1
Donc
d=1
ie.
pged(a,b) =1

2.3 Fonction de Mobius

Maple

with(numtheory) ;

définition 2.2 (sans facteurs carrés)

Soit n = p{" - - pp* avec p; premier deux & deux distincts et o; > 1.
n est sans facteur carréssiay = ---=ap =1

définition 2.3 (fonction de Mdbius)
On définit p: N\ {0} — {-1,0, 1} par :

w1 = 1
w(n) = (=1)* sin=p; - py est sans facteurs carrés
uln) = 0 sinon

théoréme 2.8

1 sin=1
dz,u(d)— 0 sinon

preuve : - Sin=1
> owd) =p(1)=1
d|
— Sinon
n=pit---pp*

On note

Sid|netu(d)#0 alors d | ..

On a donc

D o) =D ud)
d|n dim

On note w(d) le nombre de facteurs premiers de d. On a w(n) = k.
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On a alors

> () =

d|n

Orsiw(d) =j et d| 7 alors p(d) =

Donc

Z p(d) =

Or

D’ou

d_nd) =3 (-

d|n

>

=0

FO d|m
w(d) =j

d»oo1=c

d|m

w(d) =j
k

¢, =1-1)*=0

j=0 |

théoreme 2.9 (Formule d’inversion de Mébius)

f(n) =

Soit f : N\ {0} — C et g définie par g(n) =

> f(d) alors
d|n

> u(d)g(2)

d|n
> u(g)s(d)

d|n

> u(d)g(d)

dd'=n

preuve :

Zu(d)g(g)

d|n

= 3w 16)

d|n 5%
- S0 S
|n
° H,_/

Osaufsi 3 =1

= f(n)
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2.4 Fonction d’Euler

définition 2.4 (fonction d’Euler)
On définit ¢ : N — N la fonction d’Euler par :

¢(n) = card({a|l < a < n,pged(a,n) = 1})

théoréme 2.10

D p(d) =n

d|n

preuve : On compte les fractions %, %, cis g me lly enan.
Pour a tel que 1 < a < n, il existe b, d uniques tels que :

&l

pgcd(b,
1<b

3

d)=1
<d

Réciproquement, & chaque fraction % tel que

dln
pged(b,d) =1
1<b<d

a

correspond un unique a tel que 1 <a < n et % =4
Ily a ¢(d) fractions & avec pged(b,d) =1et 1 <b<d.

D’ou
> () =n
dln u

théoréme 2.11
Sin =pi*---pp*, p; premiers deux & deux distincts et a; > 0 alors

n-fi(-2)

On utilise la formule d’inversion de Mgbius et le théoréme précédent. On

preuve :
obtient : (@
n
o)=Y pd)z=nd FZ
d|n dlm




20 2. RAPPELS D’ARITHMETIQUE

d|m j=0 d|ﬁ
w(d) = j
1 1
= 1-— 4+ — .

2.5 Z/nZ

définition 2.5 (congruence modulo n)

Soit n € N. On définit la relation de congruence modulo n sur Z? par :

a=b(modn)en|(a—0b)

lemme 2.12

Soit n € N. La relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence stable par addition et multiplication.

preuve : Evident. u

lemme 2.13

Soit n € N, a,b € Z tels que a = b (mod n).

Si¢ d|b ,alors 2 =1 (mod 2).

preuve : On écrit

a = dad
b = dbv
= dn
Or
n | (a —b)
Donc
(a —b) =nm
ie.
d(a' — b') =dn'm
D’ou
(a' — b') =n'm
ie.
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théoreme 2.14 (Lemme de Gauss)

Sin | ab et pged(n,a) =1 alorsn | b.

preuve : On utilise Bézout :
au+nv =1

On multiplie par b :

abu +nbv ="
Or
n|ab
Donc
n | abu
De plus
n | nbv
Donc
n | abu + nbv
i.e.

n|b -

corollaire 2.15
Sid|a,d]|betpged(n,d) =1 alors

a=b (mod n) & (mod n)

[SHIRS]
[SHIRS

preuve : = Par hypothese :
b—a=d(b' —a')
n| (b—a)
Donc
n|d(® —a)
Or
pged(n,d) =1
Donc
n| (b —a)
i.e.
% = g (mod n)
< Evident. |

Pour a € Z, on note a la classe de a modulo n. Le représentant canonique de

@ est 'unique élément compris entre 0 et n — 1 congru & a modulo n. On choisit
. . . . ) . 7172 . n71 n71

aussi quelquefois, pour n impair, I'unique élément compris entre —%= et “7=.
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Maple

mod
mods

définition 2.6 (anneau quotient Z/nZ)

On quotiente Z par la relation =p0dulo n, On Obtient ainsi Z/nZ. On
définit sur Z/nZ :
— la somme

— le produit

Ces définitions ont bien un sens car = est stable par addition et multipli-
cation. On identifie @ et le représentant de a. Les éléments de Z/nZ sont
donc les nombres compris entre 0 et n — 1.

lemme 2.16

| a € Z/nZ est inversible si et seulement si pged(a,n) = 1.

preuve : = a € Z/nZ a un inverse signifie qu'il existe ' € Z/nZ tel que
aa’ =1 (mod n). Donc

n| (aa’ —1)

ad' —1=nd
ad —nd =1
d’apres le théoreme de Bézout, cela signifie que
pged(a,n) =1
< D’apres le théoréeme de Bézout, il existe u,v € Z tels que

au+nv =1

D’ou
au+nv=1
i.e.
au=1
ainsi a est inversible. |

Résolution de azx = b (mod n)
1. Si pged(a,n) =1, a est inversible
a laz = a'b (mod n)

Le.
z=a"'b (mod n)

z=a 'bmodn
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2. Sinon pged(a,n) =d > 1
— Sid+tb, pas de solutions
En effet, sinon on a
ax =b+kn

i.e.
b=axr —kn

et d divise le membre de droite mais pas celui de gauche : absurde.
— Si d | b, I’équation devient
a b n
-z = - (mod —)
d d ( d
et on se rameéne au premier cas.

Maple

msolve(ax=b,n);

Systéme de congruences
A matrice carrée & coefficients entiers, b vecteurs a coefficients entiers

AX =b (mod n)

On a
detAeZ

Si pged(det A,n) = 1, le systéme admet une unique solution modulo 7.
La méthode du pivot de Gauss s’avére difficile & appliquer systématiquement.
2.6 Z/pZ, p premier

Si p est un nombre premier, F, = Z/pZ est un corps. F,* est un groupe
multiplicatif.

théoréme 2.17

Le groupe F,* est cyclique, c’est-a-dire qu’il existe g € F, générateur
(ou racine primitive) tel que

{1,...,p—1}={gmod p,...,g° " mod p}

Maple
primroot

exemple : Considérons F7

@
Il
w =

S
N
I
e}
I
N
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- w
([ [
= Ol O

=2

Q@ @ @ «
o

proposition 2.18

Si g est un générateur de Fy,, les autres générateurs sont les g* tels que
pged(a,p—1) = 1.

exemple :
p—1=6

a=loua=5

théoréme 2.19 (Lucas)

Soit n un entier strictement positif et a tel que a®* =1 (mod n).
On suppose que pour tout nombre premier q divisant n — 1,

a"T %1 (mod n)

Alors n est premier et a est un générateur de F,,.

preuve : On a
""" =1 (mod n)

Donc a est inversible et pged(a,n) = 1.

Notons ord(a) Vordre de a.

Onaord(a) | n—1

Soit la décomposition de n — 1 en facteurs premiers

n—1=pi'--py"

Comme

ord(a) |n—1
On a

ord(a) = pfl .- -pﬁ" ,avec Vi, 3; < a;

Supposons

ord(a) #n—1
Alors il existe io tel que 35, < ay,
Mais alors 1

ord(a) | 2

iQ
C’est-a-dire .
a®io =1 (mod n)
C’est absurde, car cela contredit ’hypothese.
Donc ord(a) =n — 1.
Les éléments a,a?, . ..,a" " sont donc distincts deux & deux et inversibles.
Donc F,, est un corps, n est premier et a est générateur. |

n
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Remarque Il faut connaitre les facteurs premiers de n — 1.

Recherche d’un générateur

Il n’existe pas (encore) de méthodes pour construire un générateur de F,,.

En pratique, on essaie a = 2,a = 3, les carrés ne peuvent pas étre générateurs,
a=5a=6,...

Sous ’hypothese de Riemann généralisé, on peut montrer qu’il existe un générateur
g de F;, tel que g < 2log(p)*.

On sait construire des grands nombres premiers avec un générateur connu.
En revanche, on ne sait pas trouver un générateur pour des nombres premiers
p a plus de 160 chiffres. Le probleme est la factorisation de p — 1.

Construction des grands nombres premiers

On suppose connu k nombre premiers ¢, - . ., gk.

On pose M = ¢ - - - g, de telle maniere que M ait & peu pres la taille souhaitée.
On pose n = AM + 1 avec A petit entier.

On connait les facteurs premiers de n — 1.

II(z) = card({p premier|p < z})

x

M) ~ log x

1
logz*

Au voisinage de z, la probabilité de trouver un nombre premier est environ
Si on choisit log xz nombres, il y aura probablement un nombre premier.
Si n = 1010, logn ~ 230.

On fait varier A entre 1 et 1000, et on élimine les n qui sont multiples de
2,3,5,...,p premier < 1000.

2.7 Polynoémes irréductibles

Si K est un corps, K[X] désigne ’anneau des polynémes sur K.

définition 2.7 (polynéme irréductible sur K)

P € K[X] est irréductible si pour tout A, B € K[X] tels que deg A > 1
etdegB>1, P+ AB

— Dans C[X],

les polynomes irréductibles sont exactement ceux de degré 1.
— Dans R[X],

les polynomes irréductibles sont

1. ceux de degré 1
2. ceux de degré 2 & discriminant strictement négatif

— Dans Q[X],
c’est beaucoup plus compliqué!

Exercice 2.2 — Majoration des racines d’un polynome
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Soit P = X" + an_1X""' +---+a1X + ao € C[X].
Soit 21,...,2, € Cles racines de P avec | z1 | <--- < |z, | = M.
Soit Q = X™ — | ap-1 | X" —- —| a0 |
1) Montrer que si les a; ne sont pas tous nuls, @ admet une unique racine
réelle strictement positive, que ’on notera r.
2) Montrer que M <r

3) Montrer que M <1+ max |ax |
0<k<n—1

solution page 103

On va s’intéresser dans la suite aux polynoémes irréductibles sur Fp[X].
exemple :
p=2
— degré 1
X
X +1
— degré 2
X2
X2 +1
X2+ X
X’ +X+1
— degré 3
XS
X3 +1
X+ X
X3+ x?
X34+ X+1
X34+ X’ +1
X+ X2+ X
X+X°+X+1
définition 2.8 (I,,p)

On note I, , le nombre de polynémes irréductibles unitaires sur F,, de
degré n.

exemple :

Ii2=2
12,2 =1
I30 =2

théoréme 2.20 (Lemme combinatoire)

Soit ay, . ..,ay des entiers positifs non nuls. On note N(n) le nombre de
solutions entiéres de I’équation

AT+ -+ T =N

Alors
+oo k

S Nmx"=]] !

111 - Xa
n=0 i=1
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preuve :

pour k=3
ﬁ:l—l—X‘” FX2 L X
ﬁ:1+X“2+X2a2+---+Xs“2+---
ﬁ:1+X“3+X2“3+---+Xm3+---

3 1 —+o0
£ )

rai+sas+taz=n

théoréme 2.21

+oo “+oo 1 Iy p
S ()

m=1

preuve :

On note I, = I, p.
Tout polynéme unitaire de Fp[X] s’écrit de facon unique comme pro-
duit de polynémes irréductibles.

Soit
Pi,..., Py les polyndémes irréductibles de degré 1
Prt1,.o. s Prito, les polynémes irréductibles de degré 2
Pri4t1,_1+1y---y Pry+--41,, les polyndmes irréductibles de degré m

Soit P un polyndme unitaire de degré n < m.
P s’écrit :
_ o oy AT 4t Im
P=pP ... P prlt T
avec
n = degP
= ar+---+ay +2an41+ 0+ 20041, + -0
ot mMan et Iy 41 T AL 4,

Combien y a-t-il de solutions ?

Si on note a, le nombre de polynémes unitaires de degré n dont
tous les facteurs irréductibles sont de degré inférieur & m, on obtient en
appliquant le lemme combinatoire

fax"— L VG L
= T \l-X 1—-X2 1—Xxm

Sin < m, a, =p" est le nombre de polynémes unitaires de degré n.

D’ou
+oo +o00 1 Im,p
an —

m=1

27
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théoréme 2.22

Z dlap=p
d|n

preuve :

La formule du théoréme précédent s’écrit :

1 3 +OO< 1 >Im,p
1-px ~ M {1-Xm

On passe aux dérivées logarithmiques :

_me 1
l—pX Z ™l Xm

ie.

1-— pX 1 - X m
c’est-a-dire

+oo

PX(A4pX +p’X>+--) =) mL X" (1+ X"+ X" +

m=1

Le coefficient de X™ dans la formule de gauche est p™ et dans la formule

de droite est Y mly,.

m|n
D’ou
> dlap=p
d|n u
théoréme 2.23
1 n
== T
— > n(d)p
d|n
On utilise la formule d’inversion de Mdbius et le théoréme précédent. |

preuve :

corollaire 2.24

1 .
E(p”—%ﬁ) <Ihp<-=p

BI'—‘

corollaire 2.25

Vn € N\ {0}, Vp premier, I, , > 1

Exercice 2.3 — Méthode de Hensel



2. RAPPELS D’ARITHMETIQUE 29

Soit P € Z[X], p un nombre premier et zo € Z tel que

{ P(x0) = 0 (mod p)
P’(x0) Z 0 (mod p)

Montrer que

x = zo (mod p)

Vn € N, 3!z modulo p” | { P(z) = 0 (mod p")

solution page 104

2.8 Construction des corps finis

2.8.1 F,

Les éléments de Fg sont les a + bi, avec a,b € F3, et i = /—1. On obtient
ainsi 9 éléments.
On définit ensuite les opérations de base :

— addition
a+bi+(a+Vi)=a+a +(b+0b)i
— multiplication
(a + bi)(a' +b'i) = aa’ — bb' + (ab’ + a'b)i
— division
1 a—-U
a+bi a?+b2
Or

a®>+b*=0 (mod 3) & a=b=0 (mod 3)

Donc si a, b non nuls, ﬁ existe dans F3.

I 2 2\—1 2 2\—1.
a+bi_a(a + b%) b(a® +b%) i

Or si K est un corps fini, alors K* = K\ {0} est un groupe multiplicatif
cyclique.

g = 1 + i est générateur de Fy. Les autres générateurs sont les g® avec
pged(a, 8) = 1, c’est-a-dire g, ¢° et g".

2.8.2 Cas général

Soit p premier et n > 2.

Il existe un polynome irréductible unitaire sur F,, de degré n (car I, , > 1).
Soit f(z) = 2™ + ap—12™ ! + -+ + a1 + ao un tel polynoéme (a; € F,).
Soit a une racine (complexe) de f, i.e. f(a) = 0.

On définit K = F,» comme I'ensemble des éléments de la forme

bn,1an71 + .-+ bia+ by, avec b; € Fp

On définit ensuite les opérations de base :
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— addition

b1 4t bia+bo + (cpa™ t+ -+ ca+ q)
= (bnfl + Cnfl) am 44 (bO + CO)
S — ——

calculé dans F) calculé dans F,
— multiplication
o = —apa™ - —aqa—ag
an—i—l = —a no__...__ 2 _
= n—1Q aro agl
= —ap_1 (—a",lcu”_1 — ---—ala—ao) — - —ago
On précalcule a™,a™*!, ..., a?"2 en fonction de 1, a,...,a" L.

(bn—1a™ P 4o+ bia+bo) X (cpo1@™t + -+ 1+ )
= polynéme en o de degré inférieur & 2n — 2

On y remplace donc a™, o™, ..., a®"2 par leurs valeurs et on trouve

dn_la”_l +---+dia+dy

— inverse
Soit Q(a) =by_1a™ L +--- +bia+ by
Si Q(a) # 0, @ est premier avec f, on peut donc appliquer Bezout. En
prenant la valeur en «, on obtient :

Q(a)u(a) +f(a)v(a) =1
degu < deg f
degv < deg @

; Qa)u(a) =1

u(a) est un inverse de Q(a).

On cherche alors un générateur g, c’est-d-dire un élément tel que g? ! =1
p" -1

et pour tout ¢ nombre premier divisant p™ —1,g ¢« F# 1.
On calcule alors la table donnant pour chaque élément x son logarithme
discret en base g, c’est-a-dire le a compris entre 0 et p™ — 1 tel que & = g°.
Les éléments du groupe multiplicatif sont :

9:9% 9"
1l est commode d'utiliser la fonction de Zech tel que g% + 1 = gM®).
A(a) n’est pas définie pour g* = —1, c’est-a-dire pour a = £ 271.
Dans cette représentation, les opérations deviennent :
— multiplication
gagb — ga+b mod (p"—1)
— addition
Sia>b

g° +gb — gb(ga—b + 1) — gbg)\(a—b) — gb—i-)\(a—b)
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2.9 Propriétés des corps finis

On se place dans le corps K = Fyn.
Tout a € K* vérifie a?”" ~1 = 1.
On a donc
X" o1= ] X-a)
ac€K*

théoréme 2.26

On note K g Pensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré

d sur Fp,. i
v -x=T[ ] @

d|n QeK?

Remarque En passant au degré dans le théoreme précédent, on retrouve

pn = 2 dId’p

d|n

théoréme 2.27

Deux corps finis & p™ éléments sont isomorphes.

Soit deux polyndmes irréductibles unitaires f; et fo de degré n sur F,. On
peut construire deux corps K; et Ky avec f; et f. Le théoréme précédent nous
dit qu’il existe o : K; — K5 bijection tel que :

ola+b) = o(a)+o(b)

glaxb) = o(a)x o(d)
Choix de f le plus simple possible

Sip=2,fp=2"4+z+1
Existe-t-il une infinité de n avec f, irréductible ?

définition 2.9 (Frobénius)

Dans K = Fy», on définit le Frobénius o par

Fpr = Fpm

ag .
zr = xP

Lemme 2.28

Dans K = Fy», le Frobénius est un morphisme de corps.
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preuve :
o(zy) = (zy)’ = 2Py? = o(z)o(y)
p—1
ox+y) =" +y*+ > C’;xky”_k =zP +y? =o(z) + o(y)
k=1

Carp|CEpour k=1,...,p—1. |

Dans K, le polynoéme irréductible f qui a servi a construire K se décompose
en facteurs de degré 1. En effet, si a est une racine de f, les autres racines sont
n

o2,...,0P ~! car si a est racine, o est aussi racine.

f(aP) = f(a)? =0

Construction de Fg
fz) =2 +2+1

a racine de f est générateur, en effet :

X% X

II 1l e

dl3 Qeky
= XX +1)(X°+X+1)(X°+X*+1)sur Fy
Mais
X+ X+1=(X+a)(X +a°)(X +a?)
X X=XX+a)(X+a%) - (X+a")

Donc

XP+X?+1=(X+®) (X +a®) [ X + o
~—~—
=ab

Si on avait choisi f(z) = 2% + 22 + 1
B =p+1

B=a



troisieme chapitre

Codes correcteurs d’erreurs

3.1 Introduction

Un message M = myq,...,my est un mot sur un alphabet fini quelconque.
Nous nous restreindrons & l’alphabet {0,1}.

Probléeme Le message est envoyéde A & B. Lors de la transmission ce message
est altéré, B recoit M = my,...,m. On note r le pourcentage d’erreurs. Pour
k(1 —r) indices i, on a m; = m; et pour les autres, m; # m;.

Modélisation On considérera que sur k bits consécutifs, il y a aura au plus e
erreurs. On choisit £ = r. Pour corriger les éventuelles erreurs de transmission,
on envoie des messages redondants.

Exemple du code répétition Dans ce code, on duplique chaque lettre du
message d fois. Ainsi, dans le cas ou k = 1 et si ’on envoie 3 fois la lettre, on a :
m,m,m — m17m2ym3

Si ’on suppose qu’il y a au plus une erreur sur les 3 bits, on déchiffre m;, mo, m3
a la majorité absolue.

000 - m=0
001 - m=0
011 - m=1
111 - m=1

Si on répete la lettre 5 fois, on pourra corriger 2 erreurs sur 5 bits. L’inconvénient
de cette méthode est que le message produit est tres long.

3.2 Le code de Hamming 7 — 4

Dans ce code, il y a :
— 4 bits d’information a, b, ¢, d
— 3 bits de redondance x,y, z

définition 3.1 (matrice de contréle (parity check matrice))

101 0101
H={(0 11 0 0 1 1
0 001111

33
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| Cette matrice est obtenue en écrivant de bas en haut et en binaire les chiffres
delar.

Le code de Hamming 7 — 4 noté C est une partie F5". Concrétement,
C = (z,y,a,2,b,c,d) €C < H'C =0

Les bits x,y et z de redondance sont définis par :

x = a+b+d (mod?2)
y = a+c+d (mod?2)
z = b+c+d (mod?2)

Sil’on veut transmettre le message M = (a, b, ¢,d), on calcule C = (z,y,a, 2, ¢,d)
et on envoie C. Le receveur recoit R =C + E.

B= 0
" | e; erreur sur le $*™¢ bit
Le receveur calcule le syndrome S.

S = H'R
= H!'C+H'E

_ 0
- Htei

En faisant ’hypothese qu’il y a au plus une erreur dans les 7 bits, on peut
déduire que :
— Si § =0, alors il n’y a pas d’erreur.

S1
- SiS=|sy] #0,alors il y a une erreur sur le 4s3 + 2s5 + s1-ieme bit.
S3

3.3 Le code de Hamming 8 — 4

Ce code permet de corriger une erreur et d’en détecter deux. Dans ce code,
ilya:

— 4 bits d’information a, b, ¢ et d.

— 4 bits de redondance x,y, z et w.

définition 3.2 (matrice de contréle)

11111111
01010101
H_00110011
00001111

Hg_ 4 s’obtient a partir de H;_4 en rajoutant une ligne de 1 et en complétant
avec une colonne de 0.

Le code de Hamming 8 — 4 noté C est une partie de F»® définie par

C = (w,z,y,a,2,b,¢c,d) €C e H'C =0
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Les bits redondants sont calculés par :

z = a+b+d (mod?2)
y = a+c+d (mod?2)
z = b4+c+d (mod2)
w = a+b+c (mod2)

Le procédé est identique au précédent. L’envoyeur calcul w,z,y et z puis
envoie C. Le receveur re¢oit R = C' + E ou,

0
E= e; erreur sur le i%™e bit
e +ej avec i # j
11 calcule le syndrome S.
S = H'R
= H'C+H'E
0
= Htei = hi

Ht(ei +6]') = hZ—FhJ

S’il y a 0 ou 2 erreurs, s; = 0.

— Si § =0, alors il n’y a pas d’erreurs
S1
52
53
s4
— Sis; =1,il y a une erreur en ¢ = 4s4 + 253 + s2.
— Si s; =0, il y a deux erreurs.

— Sinon S =

#0

3.4 Distance de Hamming

définition 3.3 (Distance de Hamming)

Soit V = (v1,...,v,) € Fs™ et W = (wy,...,w,) € F3™. On définit la
distance de Hamming de V a W par

SV, W) =) | vi —w;
i=1

(calculé dans R).

C’est bien une distance.
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Remarque Dans R", il y a trois distances classiques :

- || (331,---,33n) ”oo = 1rgzal§xn| Ti |
n
=l (@1, smn) Iy = 30 | @i |
1=;
N9
(@1, @) [l = IZ%
=1
On peut voir Fo™ comme une partie de R™ (ce sont les points & coordonnées 0
ou 1). La distance de Hamming sur F»" est la trace de || . [|;.

définition 3.4 (Poids d’un élément)

On définit le poids de V = (v1,...,v,) € Fo" par

w(V) = an vi = 8(V,0)

Remarque On ad(V,W)=w(V +W).

définition 3.5 (Code, code linéaire)

Un code C de longueur n et de dimension k est une partie & 2% éléments
de an.

Un code linéaire de longueur n et de dimension k est un sous-espace
vectoriel de dimension k de Fo™.

exemple : Le code de Hamming 7 — 4 est un code linéaire de longueur 7 et de
dimension 4. Il y a 2* = 16 messages distincts.

définition 3.6 (Distance minimale d’un code C)
C’est d= min §(V,W).
V#WeC

Si C est linéaire, on ad = min w(V).
vec\{0}

exemple : Pour le code de Hamming 7 — 4, d = 3.

théoréme 3.1

Un code C de distance minimale d corrige t = | %51 | erreurs.

preuve : On suppose que C corrige e erreurs.

Par définition de d, les boules de rayon ¢ centrées sur les mots du code
C sont disjointes. En effet, supposons avoir un w € F2” et u,v € C tels
que d(u,w) <tet d(v,w) <t Alors §(u,v) < d(u,w) + d(w,v) < 2t < d,
absurde.

Donc, si le mot regu v a subi moins de ¢ erreurs, il existe un unique
mot u de C tel que d(u,v) < t et on décode alors v par u de manidre sure.
On peut donc corriger au moins ¢ erreurs, i.e. e > t.
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On a e < t car sinon, il existe deux mots u,v € C qui ont leur
(t +1)°™¢ orbite non disjointes, ce qui entraine qu’on ne sait pas décoder
les mots se trouvant dans ’intersection. |

3.5 Codes parfaits

Un code linéaire C de longueur n, de dimension k est un sous-espace vectoriel
de dimension k de F»™. Il y a 2% mots de code. Si ce code corrige e erreurs, les
orbites d’ordre 1,2, ..., e sont disjointes.

D’ol

(1+Cp+C2+---+Cg) x 28 <2n

C est dit parfait quand il y a égalité dans 'inégalité précédente.

Si le code n’est pas parfait, il y a des mots de F2™ qui ne sont dans aucune
orbite : c’est le no man’s land.
exemple : Le code de Hamming 7 — 4 est parfait.

En effet, kK = 4 donc il y a 16 mots de code.

Ce code corrige une erreur, il y a donc une seule orbite par mot de code. L’orbite
contient C} = 7 éléments.

Ona(14+7)x16=128=2".

3.6 Code BCH 7—-14

On se place dans Fg généré par le polynome P = X3 + X + 1.
Soit a une racine de P.
On vérifie que a est générateur de Fg.

Lemme 3.2

Soit A € FQ[X]
On suppose que A(a) =0 dans Fg.
Alors A est multiple de X*® + X + 1 dans Fo[X].

Remarque Soit P € R[X] tel que P(i) = 0 dans C, alors P est multiple de
X? +1 dans R[X].

preuve : On propose deux preuves différentes.

1. Comme X? + X + 1 est irréductible sur Fy, pged(4, X® 4+ X +1)
est soit 1 soit X° + X + 1.
Si pgcd(A7 X34+ X+ 1) = 1, Bezout nous donne ’existence de deux
polynomes U et V tels que AU + (X3 + X + l)V = 1. En prenant
la valeur en « dans Fs, on trouve 0 = 1, c’est absurde.
Donc pged(A, X* + X +1) = X* + X +1,dot X* + X +1]| A.

2. En passant au Frobénius, on trouve que o et o sont aussi racines
de A, donc A est multiple de (X + a)(X + o) (X + a*), c’est-a-
dire A est multiple de X® 4+ X + 1. ]
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Construction du code BCH 7 -4

Dans le code BCH! 7 — 4, on a 4 bits d’informations : ag, as,as,as. On leur
associe le polynéme C; = ag X% + as X°® + a4 X* + a3 X°.

Effectuons la division euclidienne de C; par X3 + X + 1.

OnaCy = (X3+X +1)Q + C; avec degC < 2.

C, s’écrit Cy = as X? + a1 X + ay.

Les bits de redondance sont ag,a;,as.

Le mot de code est (ag, as, aq, as, az, a1, agp), soit aussi le polynéme C' = C; + Cs.

théoréme 3.3

C eC & C(a) =0 (dans Fg)

preuve : =
C=Ci+Co=(X’+X+1)Q.
On a donc C(a) = 0.
=
Soit C tel que C(a) =0
C sécrit C =asX® + - +ao
Soit C; = agX®+--- + a§X3 et posons C» = C — C;
Ci=(X*+X+1)Q+Co
On a Cz(a) = Ci(a)
De plus C2(a) = C(a) — Ci(a) = Ci(a)
Donc Cz(a) = Ca(a)
i.e. <éz — Cz) (Ot) =0
D’aprés le lemme précédent, X° + X + 1 divise Ca — Cs.
Or deg (dg - 02) <2, donc Co = Cs et C € C. [ |

Le code BCH 7 — 4 permet de corriger une erreur.
L’envoyeur a son message as, . ..,as. Il calcule C = agX® + --- + a1 X + ao.

1l envoie C.
E =0 pas d’erreur

E=X' 0<i<6
11 calcule le syndrome S = R(a) = C(a) + E(a) = E(a)
S est un élément de Fg, il s’écrit S = s2a02 + s1a + 5
— Si § =0, pas d’erreur
— Sinon, S # 0, comme a générateur, S = o' avec 0 < i < 6. L’exposant de
a donne la place de lerreur.

Le receveur recoit R = C + E avec

Le code BCH 7 — 4 est un code linéaire.
C est donc un sous-espace vectoriel de I’espace des polynémes de degré inférieur
a 6 sur Fo[X]

1Bose Chaudury Hocquengheim
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3 4

Matrice de contrdle On exprime C(a) = 0 et on remplace o3, a?, a® et

par leur valeur.

Cla) = ag(a®+1)+as(a®+a+1)+a(a®+a)+as(a+1)+aa®+a
= o?x(ag+as+as+az)+ax(as+as+az+ar)
+1x (ag + as + az + ag)
= 0

On en déduit

ag+as+ag+ay = 0
as+as+as+a; = 0
ag+as+as+ay = 0
D’ou
1110100
H=|0 111010
1101001
On reconnait la matrice de contréle du code de Hamming 7—4 & une permutation

des colonnes pres.

3.7 Code BCH 15 —-11

On se place dans Fig généré par le polynome X* + X + 1.
Soit « une racine de P.
On vérifie que « est générateur de Fig.

Construction du code BCH 15— 11

Dans le code BCH 15 —11, on a 11 bits d’informations : a4, a3, ..., as. On leur
associe le polynéme C; = aj4 X + a13X13 +--- + as X2

On fait la division euclidienne de C; par X* + X + 1.

OnaC; = (X*+X +1)Q + C; avec deg C < 3.

Cy s’écrit Cy = a3 X® + a2 X? + a1 X + ag.

Le mot de code est (ay4,...,a0), soit aussi le polynome C' = Cy + Cs.

théoréme 3.4

CeCsCla)=0

Le code BCH 15 — 11 permet de corriger une erreur.
L’envoyeur a son message ai4,-..,a4. Il calcule C = a4 X" + --- + a1 X + ao.

Il envoie C.
E =0 pas d’erreur

E=X' 0<i<14
Il calcule le syndrome S = R(a) = C(a) + E(a) = E(a)
S est un élément de Fig
— Si S =0, pas d’erreur
— Sinon, S # 0, comme « générateur, S = o’ avec 0 < § < 14. L’exposant
de o donne la place de ’erreur.

Le receveur recoit R = C + E avec
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3.8 Code BCH 15 -7
4

Les racines dans F1g de X* + X + 1 sont a, o2, a*, a8.
On cherche un polynéme irréductible de Fo[X] qui admet a® comme racine.
On sait que a'® = 1, c’est-a-dire (a3)5 =1.
a3 annule le polynéme X — 1= (X —1)(1+ X + X%+ X% 4+ X*).
Comme a® # 1, @® annule 1 + X + X2 4+ X? + X4, qui est irréductible.
On pose
M, = X*+X+1
{ My = X*+X°+X?+X+1
Construction du code BCH 15— 7
Soit M = M1 Ms. M est de degré 8.
Dans le code BCH 15 — 7, on a 7 bits d’informations : a14,a13,...,as. On leur
associe le polynéme C; = aj4 X" + a13 X3 +--- 4+ ag X8,
On fait la division euclidienne de Cy par M.
OnaCy=MQ+C; avec degCy < 7.
Cy s’écrit Cy = a7 X7+ --- + a1 X + ao.
Le mot de code est (a4, ..., a0), soit aussi le polynéme C = C; + Cs.

théoréme 3.5

CeC&Cl@)=C(a®) =0

Remarque Comme o est racine de C € C, en passant au Frobénius, o2, o?

et a® sont aussi racines de C. De méme, puisque a?® est racine de C, af, a'? et
a?* = o sont aussi racines de C.
On a donc

CeC=C(a!)=0,1<i<4

Le code BCH 15 — 7 permet de corriger deux erreurs.

L’envoyeur a son message a4, - - .,ag. Il calcule C' = a;4 X + -+ + a1 X + ao.
1l envoie C.

E=0 pas d’erreur
Le receveur regoit R = C + E avec E=X? une erreur

E =X?+ X7 deux erreurs
Il calcule le syndrome S; = R(a!) = C(at) + E(a!) = E(al) pour t = 1,2, 3.
11 calcule alors le polyndéme P = $; X2 4+ S, X + S3 + 5,.5,.
— Si E =0, alors S; =0 et P =0, pas d’erreur
— Sinon, si E = X?, alors S; = a® et

P=ad'X?+ %X +a* +a'a® =o' X (X + o)
~—————
—0

P a donc une racine nulle et une autre racine o qui indique la place de
Perreur.
— Sinon, £ = X* + X7 alors
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- Si=a'+af
— Sy =a? + a2
- S3=a*+a¥ = (ol + o) (a* + a¥ + alad)
P (o' +ad) X% + (a? + a®) X + o + % + (o + o) (a® + a?)
= (a'+0ad)(X?+ (o' +a?) X + a'a)
= (a'+ad)(X +a')(X +ad)

P a deux racines o et o/ qui indiquent la place des erreurs.

Autre justification
Soit P = X" +a, 1 X" '4+.--4a; X +ag € K[X] et soit z1, ..., z, ses racines
dans une extension.

o1 = i+ -+ Tp=-—a

Oy = X1T2+21Z3+ '+ Tp_1Tpn = a2
n

On = T1X2---Tp = (—1)"an

On pose S; = z¥ +--- + z¥ € K (sommes de Newton). On a

Si=01=—-a1
c’est-a-dire
Si1+a =0
Sz = U% - 202 = —alsl — 2(12

i.e.
Ss +a1S1 +2a; =0
et plus généralement

— Pour k <n
Sk +a1Sk—1+ - +ap_151 +kar =0

— Pourk>n
Sk +a1Sp—1+---+apSk—pn =0

— Siil y a deux erreurs, o et o/ sont racines du polynéme localisateur des
erreurs.

oo = o'+
oy = o'al
Sy = a't +adt

D’apres ce qui précede (on est en caractéristique 2, donc o; = a;)

S3+018y+02S1 = 0
Sy +01834+02S2, = 0

En posant
(S S
=3 5)

On a le systeme d’équations suivant :

()= ()
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Siil y a deux erreurs,

detM = 553 — S%

Ainsi M est inversible, on peut donc trouver o; et g2 en résolvant le
systeme précédent dans Fig.

— S’ y a une seule erreur
i 2i
a' «a
M = ; :
a2z a31

detM =0

Or M #0, donc rg(M) =1

On remarque d’ailleurs que le rang de M donne le nombre d’erreurs.

S’il y a une erreur, C(15 — 7) C C(15 — 11), on peut donc décoder comme
on le faisait pour le code BCH 15 — 11.

Autre fagon de décoder
Il y a en tout 2'® mots possibles et il y a 27 mots de code. On géneére un tableau
avec 215 entrées, chaque entrée contient le mot de code le plus proche.

Le code BCH 15 — 7 n’est pas parfait
En effet,
128(1 4+ 15+ 105) = 128 x 121 < 128 x 256

3.9 Code BCH 15-5

La technique est la méme que pour le code BCH 15 — 7.

On cherche un polynéme irréductible qui admet a® comme racine. Le po-
lynéme X? —1 = (X —1)(1+ X + X?) annule o®. Le polynéme 1 + X + X?
annule o et est irréductible sur Fs.

On pose

My=X%24+X+1

Construction du code BCH 15 -5

Soit M = My M3sM5. M est de degré 10.

Dans le code BCH 15 — 5, on a 5 bits d’informations : a14,a13,--.,a19- On leur
associe le polynéme C; = a4 X" + a13 X3 +--- + a;0X 0.

On fait la division euclidienne de Cy par M.

On a C; = M@ + Cy avec deg Cy < 9.

Cy s’écrit Cy = agX? +--- + a1 X + ag.

Le mot de code est (a4, ... ,aq), soit aussi le polynéme C' = C; + Cs.



3. CODES CORRECTEURS D’ERREURS 43

théoréme 3.6

Remarque .
CeC=>C(a')=0,1<i<6

Le code BCH 15 — 5 permet de corriger trois erreurs.

L’envoyeur a son message ai4, - ..,a1o. 1l calcule C = aju X' +--- + a1 X + ao.
Il envoie C.
E=0 pas d’erreur
E=X" une erreur

Le receveur regoit R = C' + E avec E— XiqXi delsx errers

E=X'+XJ4+X* trois erreurs
Il calcule le syndrome S; = R(a?) = C(at) + E(at) = E(at) pour 1 <t < 6.
Il calcule la matrice suivante

S1 Sy S
M=1|S5 S3 S
Ss Sy Ss

Comme précédemment, le rang de M donne le nombre d’erreurs.
— Si rg(M) < 2, on utilise le fait que C(15—15) C C(15—7) et on décode
avec les méthodes vues pour le code BCH 15— 7.
— Sirg(M) =3,il y a trois erreurs.
Le receveur résout le systeme

g3 S4
M g2 = S5
g1 SG

I1 cherche alors les racines de
X3 + 01X2 + 09X + 01

donnant la place des erreurs.

Rendement Le rendement de ce code est % = % = % C’est le méme rende-
ment que le code répétition 3 fois.

Conclusion Un code BCH corrigeant trois erreurs peut étre construit dans
F35,Fg4, . ... Il suffit de choisir trois polynomes tels que

M(a) =M(a?) =---=M(a®) =0
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quatrieme chapitre

Factorisation des
polynomes

4.1 Les carrés dans F,*

exemple : p=7
-3 -2 -1
T 1 2 3 4 5 6
z? 1 42 2 4 1

Il y a 3 carrés. Chaque carré a deux racines carrées distinctes.

théoréme 4.1

Soit p # 2 un nombre premier. Il y a dans F,* ”2;1 carrés et ”2;1 non

carrés. Chaque carré a deux racines carrées.

preuve : Soit g un générateur de F,*.

Fp*:{g,g2modp,...,gp71modp}
Soitu=g"= .
On au’® =g?~' =1, donc u = +1.
Oruzgp%l;aégp_lzldoncu:—l.
z|lg ¢ - gz g

22 gz g4 g”_lzl g g

Les carrés sont donc les éléments qui s’écrivent comme g élevé a une
. . . p—1 4
puissance paire, il y a donc 5= carrés.

pt1
\/92={g,g 2 }=ig

On a donc plus généralement
_ . +i B
Vg = {g’,g}’T} =g’

Chaque carré a bien deux racines carrées distinctes. |

—1 1
= e p—1
2

2p—2 __ 1

45
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Comment savoir si a € Z est un carré?
On introduit pour cela le symbole de Legendre.

définition 4.1 (Symbole de Legendre)
Soit a € Z et p # 2 un nombre premier. On définit le symbole de

Legendre par
a +1 si @ est un carré
(—) =< —1 sia n’est pas un carré
p 0 sip|a

théoréme 4.2 (Critére d’Euler)

(g) =a"> (mod p)

p

preuve : - Sip|a

5)-»

p—1
a ? =0 (modp)

)

a est une puissance paire de g, i.e. a =g
d’ou

— Si a est un carré

21

p—1

a7 =g¢?® Y =1 (mod p)

5~

a est une puissance impaire de g, i.e. a =g
d’ou

— Si a est un non carré

2i+1

=1 . —1
o7 =g Vi = (mod p) m

proposition 4.3

Propriétés du symbole de Legendre

a ‘
(—) = 1<% a est un carré mod p
p
2.
a p—1
—]=a 2 (modp
(P) ( )
3.

(3)-or
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q p—1g—1 (D

= =(=1) 2 2 ll

(3)-co== ()
Autrement dit :

- Sip=q=3(mod 4)

Symbole de Jacobi
Le symbole de Jacobi généralise le symbole de Legendre.

définition 4.2 (Symbole de Jacobi)
On définit le symbole de Jacobi pour a € Z et n positif impair.

Alors

(-G)-G)

On décompose n = py ...p, en facteurs premiers avec p1 < --- < p.

a7
c’est-a-dire
-1\ _[ +1 sip=1(mod 4)
p /) | —1 sip=3(mod4)
4. périodicité
pour A\ € Z
(%)= ()
p p
5. multiplicativité
(5)-G)G)
p p p
preuve :
ab p=1 p=1l p=1 a b
—)=(b) T =azbz =(—-||- d
() =@ =507 = () (§) moar
6. 5 )
2\ = () E
(5) =
ie.
2\ _ [ +1 sip=+1(mod 8)
p) | -1 sip= =3 (mod 8)
7.
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proposition 4.4

Propriétés du symbole de Jacobi

2. périodicité
pour A € Z

3. multiplicativité

4. ,
(2)-
> m mptags
(%)= ()
exemple

d’ou

4.2 Résolution de z% = a (mod p)

P

Ja?

Si (9) = +1, a est un carré.
Premier cas simple
p+1
Si p =3 (mod 4), va = +a" mod p.

En effet,
2 _
(a”%l) =a% =g a= (g)aza(modp)

Cas général
On a besoin, lorsque p = 1 mod 4, d’un non résidu b.
Soit donc b un non résidu )
3
p
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algorithme 10 Calcul du symbole de Jacobi (£)

étant donné : a € Z, n € N impair
fournit : (%)
si a < 0 alors
a' +— —a
(8) = (H(%) { (F)=Cn7

sinon si a > n alors

a=ng+r { 0<r<n
(%) = (=) = ()
sinon

si a = 0 alors

n 0 sin>1
sinon si a est pair alors

a = 2aal { al lmpadr
, n?-1
(3) =) (%) L=
sinon
(%) — (_1)‘%1"7_1(%) { aestimpair,0<a<n
fin si

—
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Si p =5 mod 8, on peut prendre b = 2. Si p = 1 mod 8, voir plus loin.
On a par hypothese
a
5)-
p

a®b°®> =1 (mod p) (4.1)

o=
€y = 0
L’équation 4.1 implique que ey est pair.
— Si e; est impair

On cherche e; et es tels que

On part de

e1+1l  eg
r==4a 2 b2

r est solution.
r? = a2 = q(a*b%?) = a (mod p)

— Si ey est pair
Soit w = a2 b% mod p

u? = a®b* =1 (mod p)

Donc
u = +1 (mod p)
- Siu=1
aTbh? =1
est une nouvelle relation 4.1.
- Siu=-1
a Ty = aty?t b

()

D’ot1 encore une relation de type 4.1.

Retour au cas p =3 (mod 4)
a et —a ne sont pas carrés simultanément car

)6

I’algorithme précédent calcule la racine carrée de celui a ou —a qui est un carré.
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algorithme 11 Calcul de racine carrée modulaire

étant donné : a, p premier
fournit : \/a en cas d’existence
€1 %
es +— 0
tant que e; est pair faire
u <+ a?b% mod P
si u = +1 alors
[ 671
€y %2
sinon
e1 «— 4
e e2+p—1
fin si

fin tant que

el+12
r<a 2 b2 modp

si r2 = a (mod p) alors
écrire +r

sinon
pas de solutions

fin si
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Péche aux non résidus
On dispose d’un algorithme probabiliste :

1. Choisir b au hasarden 1 et p—1
2. Si (%) = —1 alors on a gagné, sinon on recommence.

On ne sait pas s’il existe un bon algorithme déterministe.

Trouver un résidu
— Choisir a = 1,4,9, 16,25, ...
— Choisir z au hasard entre 1 et p — 1 et @ = 22 mod p
— 1. Choisir a au hasard

2. — Si (%) =1 on a gagné.
— Sinon, recommencer avec a’
. al — 7
- Si (;) =1, on a gagné.

— Sinon, on pose ¢ = aa’ et <§) = ( )(%) = +1, on a encore

a
2
gagné.

4.3 Résolution de z% = a (mod n)

Sin=pq,p#q, p,q#2

2 —
9 _ z? = a (mod p)
x :a(modn)@{xQEa(modq)
D’ou
a) = 41
z? =a (mod n) = (Z)
() =+
22 =a (mod p) — 2z ==+a (modp)
r?=a (mod q) — =z =28 (mod q)

On résout alors les systeémes

z = ea (mod p)
z =¢'f (mod q)

oug,e’ € {—1,+1}. On trouve quatre solutions.
z = +v,+d (mod n)

Maple

mcombine
msolve
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Retour sur le symbole de Jacobi

Ona (&) =(2)(2) = (-1) x (=1) = +1, or 2 n’est pas un carré modulo 15,
car 2 n’est pas un carré modulo 3 et n’est pas un carré modulo 5.

On a donc, pour le symbole de Jacobi,

(E) = +1 # a est un carré modulo n
n

En revanche, supposons (%) = —1 et soit n = p; ---p, la décomposition de n
en facteurs premiers.
Par définition,

(-GG
n Y41 br
Comme (%) = —1, il existe ig tel que (i) = —1 et donc a n’est pas un carré
modulo n. a
(—) = —1 = a n’est pas un carré modulo n
n

4.4 Résolution de z? = a (mod p%)

On utilise la méthode de Hensel.

théoréme 4.5

Soit a > 2,

2? = a (mod p®) a deux racines si et seulement si x> = a (mod p) est

résoluble, c’est-a-dire si et seulement si (%) =+1.

exemple : On cherche 4 résoudre :

x> =19 (mod 125)

(5)-() -

d’apres le théoréme précédent, il y a deux solutions.

Comme

On résout

2> =4 (mod 5)
On trouve

z = %2 (mod 5)
i.e.

r=2+45t

On remplace dans
2> =19 (mod 25)

On a
(2 + 5t)° = 4 4 20t + 25¢° = 19 (mod 25)
i.e.
4+ 20t =19 (mod 25)
i.e.

20t = 15 (mod 25)
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c’est-a-dire
D’ou

Et
T=2+5t=12

On cherche donc z sous la forme
r =12+ 252
De méme que précédemment, on exprime z en résolvant

(12 + 252)® = 19 (mod 125)

4.5 Factorisation de X* + 1 dans F,[X]

théoréme 4.6

X* + 1 est irréductible dans Q.
Pour tout nombre premier p, X* + 1 est réductible dans F,[X].

preuve : — Dans Q
Si X* + 1 est réductible dans Q, la décomposition dans Q est une
décomposition dans R. Or dans R, X*+1 a une unique décomposition
qui est

X441= (X7 +1)" - 2X? = (X7 +1+V2X) (X? +1- V2X)

orv2¢Q
— Soit p un nombre premier
- Sip=2
Alors
X' +1=(x+1)*

- Sip=1 (mod 8)
Alors —1 est une puissance quatrieéme.

p—1
u=g 8
-1

ul= ng =_1
Il y a quatre racines quatriémes de —1
Si i

g®=-1=497=
Alors

4r = p% (mod p—1)

i.e.
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On pose, pour k =1

On a alors

’213)4’

p—1 p—1
Uk :g 8 +k 4

X'+ 1= (X —uw)(X —u2)(X —uz)(X — ud)

- Sip#1 (mod 8)

—1 n’a pas de racines quatriemes, donc X*+1 n’a pas de facteurs

linéaires.
— Sip=7 (mod 8)

Il existe a tel que

X*t+1

— Sip =3 (mod 8)

Donc

Il existe a tel que

X*t+1

— Sip=5 (mod 8)

Il existe a tel que

X*t+1

/N
ALY

)=+

= a (mod p)

(X2 +1)° - 2x?

(X2 +1)° - (aX)?
(X*+1-aX)(X*+1+aX)

)-(3)--
()

o’ = —2 (mod p)
(x2-1)% - (-2)X?

(X2 -1)° - (aX)’
(X?—1-aX)(X?>-1+aX)

)=+

o’ = —1 (mod p)
= (X2)22— (-1
SXQ) _ (a)2
—a) (X2 +a)

2
a

-1

p

2

G

-1

5

(x

Dans tous les cas, on a pu réduire X* + 1.
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4.6 Polyndémes sans facteurs carrés

Soit K un corps, P € K[X] et K la cloture de K. P est donc scindé dans K.

théoréme 4.7

Les assertions suivantes sont équivalentes
1. les racines de P sont simples dans K

2. pged(P,P') =1

preuve : — non 1 — non 2
Soit 6 une racine de P d’ordre au moins 2.

P=(X-6)7Q

P =2(X-6)Q + (X - 6)°Q
Si pged(P, P') = 1, on utilise Bezout dans K[X]

uP+vP =1
prenant la valeur en 6, on obtient
0+0=1

ce qui est absurde.
— non 2 — non 1
Soit D = pged(P, P’). On suppose D # 1.
Dans K, il existe 6 tel que D(6) = 0. Alors P(6) = P'(§) = 0.

P=(X-0)Q:

P'=Q1+(X -6)Q

d’ou

Qi(8) =0
@1 est donc multiple de X — 6, donc 6 est racine au moins double
de P. |

théoréme 4.8

est un polynéme sans facteurs carrés.

pged(P, P')

preuve :
P=(X—-0)" (X =06,
Si 0 est racine d’ordre k de P alors 6 est racine d’ordre k—1 de P'. X —6;

apparait & 'ordre a1 au numérateur et & 'ordre a1 — 1 au dénominateur,
il apparait donc a 'ordre 1 dans le quotient. |
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théoréme 4.9

Si P! # 0 il existe des polynémes calculables Py, ..., P, € K[X] tels que
P; soit sans facteurs carrés et P = Py --- P,.

preuve :

P ’
P= —__ d(P, P
peeap, Py 2edB )
v degré < deg P |

sans facteurs carrés

En caractéristique p

Que signifie P’ = 0 en caractéristique p 7

Si P(X) = Q(X?), alors P'(X) = pQ'(X?~!) = 0. La réciproque est vraie.

Si P/(X) =0, poser Y = X? et P(X) = Q(Y), si Q'(Y) = 0, on recommence en
posant Z =YP,...

On supposera dans la suite qu’on cherche a factoriser P sans facteurs
carrés.

4.7 Recherche des racines de P dans F,
4.7.1 Si p petit

algorithme 12 Recherche des racines de P dans F,,

étant donné : p premier, P € F,[X]
fournit : racines de P dans F),
pour z =0 a p — 1 faire
si P(z) = 0 alors
écrire x
fin si

fin pour

4.7.2 Sip grand, p > 2
On utilise le polynéme X? — X
xr—x=1]] (X—a):X(XPT_l —1)()(’%1 +1)
a€F,
En utilisant le critere d’Euler pour le symbole de Legendre
x=-1= [ &-o
a€F,*

(3) =+
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X" 1= (X —a)
a€F,”
(3)=-
On a aussi
pged(P,X?-X)= [ (X-a)
acF,
Pa)=0

Pour le calcul de ce pged, on calcule d’abord A = XP mod P en utilisant
I’algorithme des puissances puis en faisant une division euclidienne. On a alors
pged(P, XP — X) = pged(P, A — X).

Notons D = pged(P, XP — X)

-SiD=1

P n’a pas de racines
— SidegD =1
P a une racine dans F,,
—SidegD =2
P a deux racines dans F,
— SidegD =3 oudegD =4
On peut utiliser les formules de Cardan.

Maple
solve(x~3+p*x+q,Xx) ;
solve (a*xx~4+b*x”~3+c*x”~2+d*x+e,X) ;

Si deg D > 2, on dispose d’un algorithme probabiliste
On pose
D, = pgcd(P, Xxr-1_ X)

On calcule
A = pgcd(P,sz;1 - 1)
Ay = pgcd(P,Xp%1 + 1)
On a
A,A_F = D]_
On a
A_= H (X —a)
a€Fy*
P(a)=0
(3)=+
et
AL = II (X —a)
a€Fy*
P(a)=0

(3)=—
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Il se peut que A_ =1 ou A, =1, et dans ce cas, on échoue.
Sinon, A # let Ay # 1,0n a alorsfactorise Dy = A_A, = pgcd(P, Xp1— 1).

proposition 4.10

(%) =41 et (“'%1) = +1 sont indépendants (presque).

On dispose d’une factorisation de D; = U; - - - Uy avec k > 1. Pour chaque 1,
1 <i <k, on calcule

A" = pged Ui;(X+1)PT_1 —1)
Al = pged Uz‘,(X—i—l)PT_1 +1)
On a o
U= AL Al
et )
Al = 11 (X —a)
a€F,”
Ui(a) =0

atl) _
(e£2) =+1

On itere ensuite en remplacant X + 1 par X +2, X + 3, ...
—1
Le calcul de pgcd(U, (X — s)P2 - 1) s’effectue en faisant le changement de

variables Y = X — s, on est ramené alors & calculer pged (U(Y + 8), vE - 1).

On calcule U(Y + s) soit en utilisant Taylor, soit en utilisant Horner. Le second
terme se calcule avec ’algorithme des puissances.

4.8 Le théoréme chinois

théoréme 4.11 (Théoréme des restes chinois)

Soit Py, ..., P, des polynémes de K[X] premiers entre eux deux & deux
et soit Ay,..., A, des polynémes quelconques de K[X].
Le systéme
P(X) = A; (mod P)

P(X) = A, (mod P,)
admet une unique solution P(X) € K[X] tel que

degP < degP; +---+degP. =degPy--- P,

preuve : — Unicité
Supposons que P et P soient solutions de 4.2 avec la condition sur
le degré.
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On pose Q = P — P et on suppose Q # 0.
On a alors

I

QX) = 0(modP) = P |Q

Q(x)

Comme les P; sont premiers entre eux deux a deux, on a

0 (mod P) = P |Q

PP |Q
En passant au degré,
deg P --- P, < degQ
Or
deg Q = deg (P — 13) < max (deg P,deg Q) < deg P, --- P,

D’ol une contradiction.

Ainsi Q =0 et P = P.

Existence

On s’intéresse dans un premier temps aux systémes chinois élémentaires.
Le systeme chinois élémentaire d’indice ¢ est

((P(X) = O(modPi) = P |P
P(X) = 0 (mod Pi—l) = P, | P
P(X) = 1 (modPF)
P(X) = 0 (mod Pq;+1) = Pi+1 | P
| P(X) = O(@modP) = P |P
On pose
_P---P,
Qi= P
Comme les P; sont premiers entre eux
Qi|P

Donc il existe un polynéme S tel que
Q:.S=P
En utilisant la i*™° équation, on a
P=@;S=1 (mod F)

On a aussi
pged(Qi, ;) =1
Donc, par Bezout
w Qi +viP =1
D’ou
uiQi =1 (mod Pl)

Une solution du systéme élémentaire d’indice ¢ est

P =u;Q;
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On revient ensuite & 4.2.
Le polynéme
P = u1Q1A1 + -+ UTQTAT

est solution du systeme 4.2.
En effet, pour 1 <i<r

P= uleAl (mod Pl) = Al (mod P@)

11 se peut que deg P soit trop grand, on effectue alors la division
euclidienne de P par P - P, i.e.

P=(P-P)Q+R

et R est solution de 4.2 avec la condition sur le degré. |

4.9 La méthode de Berlekamp

On cherche & factoriser u(z) sur Fp. On suppose que u est sans facteurs
carrés et que u est le produit de r facteurs irréductibles sur F,.

U= ULU2 - - Uy
On s’intéresse a la congruence
v(z)? = v(z) (mod u(z)) (4.3)
Quel est le nombre de v(z) solutions de 4.3 telles que degv < degu ?

théoréme 4.12

Le nombre de solutions de 4.3 est p” ou r est le nombre de facteurs
irréductibles de u.

preuve :
X -X=X(X -1 (X~ (p—1))
v(@)? —v(z) = v(z)(v(z) — 1) --- (v(2) - (p — 1))

Si v satisfait 4.3 alors v(z)? — v(z) est multiple de u(z) = u1 - - - un.

ure e | v(@)(v(z) = 1) - (v(e) - (p— 1))

u; divise le produit donc il existe un unique s; tel que u; | v(z) — s;. En
effet, si u; | v(z) — s et u; | v(z) —t avec s # t, alors u; | s — ¢, ce qui est
absurde.

D’ou, il existe s1,..., s, tel que si v(x) est solution de 4.3 alors v(z)
est solution du systéme chinois

s1 (mod wu1)

<
PN

8
N

Il

sr (mod ur)

<

S
8

=
1l
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Réciproquement
ur | v(z) — 1
ur | v(z) — sr
donc
wn | (v@) = s1) o (@) — 50)
d’ol
u| v(@)’ —v(z)
On a

— p choix pour s;

— p choix pour s,
p” choix au total

définition 4.3 (Matrice de Berlekamp)
Soit u(z) de degré n. Soit, pour 0 < k < n — 1, le reste

qk,nflwnfl + o+ k1% + Qr0

de la division euclidienne de z*P par u(z). On définit la matrice de Berle-

kamp par

qo0,0 qdo,1 te qo,n—1
Q q1,0 qi,1 Tt d1i,n—1
dn-1,0 qn-11 - 4Gn-1,n-1

Si p est grand, on peut calculer ces coefficients en utilisant ’algorithme des

puissances
2P mod u(x)
exemple :
p=>5u(z)=z"+1
#* =1
e’ =—=x
10 2
=T
15 3
T =—z
1 0 0 O
0 -1 0 0
Q= 0 0 1 0
0 0 0 -1

Remarque La premieéreligne de la matrice de Berlekamp est toujours 10 --- 0.

théoréeme 4.13 (Théoréme de Berlekamp)
Soit ® I'application définie par
FplX], — FplX],

n

p ~  P(X)? mod u(X)

P :
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Alors ® est linéaire, sa matrice dans la base canonique est ' Q et les solutions
de 4.3 sont les vecteurs propres de ® associés a la valeur propre 1.

Remarque
1 est toujours valeur propre.

preuve : & est trivialement linéaire (Frobénius).
La base canonique de F,[X] est 1,X,..., X" 1.

e(x*) = XP* mod u(X)
= @1 X"+t qro

Si v est un vecteur propre associé a la valeur propre 1, alors ®(v) = v i.e.
v(X)? =v(X) mod u(X) et v est solution de 4.3. |

Corollaire 4.14

| Le nombre r de facteurs irréductibles de u est égal ar =n —rg(Q — I).

preuve : Les solutions de 4.3 forment un sous-espace vectoriel de dimension 7,
sous-espace propre correspondant a la valeur propre 1 et par la formule
du rang dim Ker(® — I) + rg(® — I) = n. ||

Calcul du rang

Le rang d’une matrice se calcule en O (n®). C’est égal & la dimension du plus
grand déterminant non nul extrait de la matrice.

exemple : Calculons le nombre de facteurs irréductibles de X* + 1 sur Fs.

0 0 0 0
0 -2 0 0
Q-I= 0 0 0 0
0 0 0 -2

rg(@—-I)=2dour=4—-2=2.

Calcul de uy,...,u, (p petit)

— Sir =1, u est irréductible.

— Sir > 2, on calcule une base de vecteurs propres correspondant & A =1 :
B=wvq,...,v. avec v; = 1.
On calcule alors pour s =0,1,...,p—1,

A, = pged(va(2) — s, u(z))
on a

H As=u

0<s<p—-1
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obtenant une factorisation de u.
v9 correspond & un systeéme chinois

vy = 81 mod u;
vy = 8, mod u,
A = ] w
8;=8

On a donc apres utilisation de vy une factorisation de u en
u = A1 e Aj
Si r = 2, on peut montrer que c’est fini.
Si r > 3, on calcule pour chaque A; avec 1 < i < j, pged(vs(z) — s, 4;)

pour s =0,1,...,p— 1 et on continue jusqu’a obtenir r facteurs.
L’algorithme converge.

Calcul de uy,...,u, (p grand)
Comme précédemment, on calcule une base B = vy, ..., v, des vecteurs propres
associés a A =1, avec v; = 1.
On choisit alors un vecteur au hasard
v = Al’l)l + A2’U2 +-- 'Arvr

avec \; choisi au hasard entre 0 et p — 1.

@ —1= (v@) T +1) (@) - 1)

On calcule

On a
u(X) = Ur(X)Uz(X)

On recommence avec un autre vecteur v sur Uy et Us.
p—1
U1 = pged (U1 (X), v(X) "% —1)

=1

Uiz = ngd(Ul (X)av(X)PT + 1)

On arréte dés que l'on a trouvé r facteurs.
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4.10 Factorisation en degrés distincts

On cherche & décomposer u = u; - - - u,, avec u; irréductibles sur F,, en

u="U;--U,

Uk: H Uj;

degui=k

avec

11 est facile d’obtenir les Uy.

XP' X = H (polynémes irréductibles unitaires de degré d)

d|n
x-Xx=]] XxX-a
a€F,
On a donc
U, = pged(u, XP — X)
On pose
u
Vi=—
A
V1 n’a pas de facteurs irréductibles de degré 1.
On a donc

U; = pgcd(Vl,X‘32 - X)

En effet, c’est le produit des polynomes irréductibles de degré 1 ou 2 de V4 donc
de u, mais il n’y en a pas de degré 1.
Par récurrence, on suppose que c’est vrai jusqu’a Ug_1.
Vi1 = ﬁ n’a pas de facteurs de degré inférieur a k — 1.
On a donc .
Uk = pged (Vir, X' - X)

En effet, c’est le produit des polynémes irréductibles unitaires de degré d | k de
Vi—1 donc c’est Uy,.
On s’arréte des que deg Vi1 < 2k.

U
[

Si Vi =1, c’est terminé Si V}, # 1, alors Vj, est irréductible. En effet, si V}, avait
deux facteurs, ils seraient de degré supérieur a 2k.

u=Uy---Up_1 Vi1
N——

Vie1 =

Udeg vj,_4

théoréme 4.15 ( Critére d’irréductibilité)

Soit P unitaire de degré n sur Fp[X].
G { P(X)| X?" - X
i

vd | n,pgcd(P(X),Xpd _ X) -1 alors P est irréductible.
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preuve : Comme P divise X" X , ses facteurs éventuels sont Q1,...,Qr et Q;
est un polyndme irréductible de degré d; avec d; | n, ce qui est impossible
car alors pged (X”di - X, P) # 1 (car multiple de Q;). ]

4.11 Factorisation dans Z[X]

Théorie 4.16

Soit P € Z[X] unitaire,
P(X) est irréductible dans Z[X]| < P(X) est irréductible dans Q[X].

7 - I/pZ
n — nmodp
On peut I’étendre en un morphisme d’anneau de Z[X] dans Z/pZ[X].

P est un morphisme d’anneau.

Z[X] - Z/pZ[X]
agt+ar X +--+a, X" — ®(ag) + Pla))X +---P(an) X"

Si P(X) = A(X)B(X) dans Z[X] alors ®(P) = ®(A)®(B) dans F,[X].
La réciproque est fausse car X* + 1 est irréductible sur Z[X] et réductible dans
chaque F,[X].

Si P e Z[X,Y] = (Z[X))]Y], ie.

P=a,(X)Y"+a, 1(X)Y" ! 4+ +a(X)
et si Y est fixé égal a yo
P(X,Y) =A(X,Y)B(X,Y)
entraine

P(X,90) = A(X, 50)B(X, y0)

théoréme 4.17 (Hilbert)

Si P(X,Y) est irréductible, il existe une infinité de yo € Z tels que
P(X,yo) soit irréductible.

théoréme 4.18 (La borne de Landau-Mignotte)
Soit P(X) € C[X], P(X) =ap X"+ --- 4+ ag. On note

2 2
1Pl=\lan P+ +lao =[P,

n

L(P) =) lai| =PI,

=0

H(P) = max o[ = || P,

Soit Q(X) = bg X+ ---+ by € C[X] tel que Q | P.
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On a alors B
H(Q) <L@Q <2 <~ || P|

Remarque Ce théoréme est tres utile pour majorer les coefficients des po-
lynémes cyclotomiques.

xt—1=]Jea(x)
d|n

exemple :
P=X"+1

I Pll=v2

Si @) est unitaire, divisant P, de degré 1 ou 2, on a
H(Q) < 2°V2 5,6

Si Q € Z[X], ses coefficients sont en valeur absolue inférieur a 5.

Une premiere méthode de factoriser
Choisir un nombre premier p > 2 x (Borne de Landau-Mignotte de P) pour
d < %. (On suppose P unitaire, a,, = bg = 1). On factorise alors le polynéme P
sur F,.

P=wu;- -u,

Pour chaque I C {1,...,r}

A:HUZ'

i€l

igT
On a P = AB dans F,[X]. On peut supposer deg A < 2 quitte & échanger A et
B.
Alors, si P se factorise en P = VW dans Z[X] alors ®(P) = &(V)®(W). 1
existera donc I C {1,...,r} tel que (V) = A (mod p) et ®(W) = B (mod p).
Les coefficients de V' sont en valeur absolue inférieurs & £.
En utilisant la représentation symétrique, ®(V) =V = A. On vérifie alors pour
chaque factorisation de P en P = AB dans F,[X] avec deg A < ¥ si A divise P
dans Z[X]. Sinon, P est irréductible.
exemple :
P=X"+1
La borne de Landau-Mignotte est B = 5,6, on prend p = 13.
Dans F13,
X*4+1=(X*-5)(X*+5)
S'il y a un facteur V(X) de X* + 1 dans Z[X], il est de degré 2, de coefficients en
valeur absolue inférieurs a 5.
On a aussi

_ [ x?—5
V:{X2+5 mod 13
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V est donc de la forme
V =X+ A3X +¢5+13p

La contrainte sur les coefficients impose A = p = 0.
On en déduit que
X% -5
V= { X’ +5
On vérifie que ni X2 — 5, ni X2 + 5 ne divise P, ce qui montre que P = X* + 1 est
irréductible dans Z[X].

Remarque
Supposons que P est de degré n = 20.
— Dans F,
P se factorise en produit de 5 facteurs de degré 4
— Dans F,,

P se factorise en produit de 4 facteurs de degré 5
Alors P est irréductible dans Z[X].
En effet, si P = UV dans Z[X] alors
— dans Z/p1 Z[X]
@, (P) =@, (U)®1(V)

degU = deg®,(U) =4,8,12 ou 16
— dans Z/p2Z[X]
®2(P) = &2 (U)®a(V)
degU = deg ®2(U) = 5,10 ou 15

C’est impossible.
Cela revient donc & chercher les sous-sommes communes

n:n1+...+nk:nll+...+n{r‘

La méthode de Hensel

Nous allons maintenant voir une deuxiéme méthode pour factoriser dans Z[X].
On utilise pour cela la méthode de Hensel qui permet de relever une factorisation
modulo p en une factorisation modulo p”.

Lemme 4.19
Soit K un corps, hi et g1 € K[X].
On suppose
deggr >1
deghy >1

pged(gi, h1) =1

Soit C' € K[X] tel que degC < deg g1 + deg ha.
Alors il existe A, B € K[X] uniques tels que

Agl + Bhl =C
deg A < deg h;
deg B < deg g1
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preuve :

— Existence

— Si C =1, c’est Bezout
- SiC#1

Par le théoréme de Bezout, il existe u et v tels que
ug1 +vhy =1
En multipliant par C, il vient
uCg1 +vChy =C

On effectue la division euclidienne de uC par hq

uC = hig+m
avec degr; < degh;.
On a alors
h1g91 + 1191 +vChy =C
i.e.

rig1 + hi(qg1 +vC) =C

On pose A =ry1 et B=gqg1 +vC.

On a deg B < deg g1 car sinon deg (r191 + Bh1) serait plus grand
que deg g1 +deg hi qui est strictement plus grand que deg C par
hypothése. On aurait deg C > deg C, ce qui est absurde.

D’ou lexistence.

— Unicité
On suppose que A, B et A, By conviennent.
On a alors
(A—A1)g1+(B—B1)h1 =0
ie.
(A—A1)g1 = (B1 — B)l

Donc

91| (Br — B)ha
Or

pged(gi, ha) =1
Donc

91| (B1—B)

Ce qui est absurde car deg (B1 — B) < degg1.
D’ou l'unicité. |

Lemme de Hensel 4.20

que

Soit p un nombre premier. Soit f,g,h € Z[X] unitaires.
On suppose que

{ f = gh (mod p)
pged(g, h) = 1 dans F,[X]

Alors pour tout k > 1, il existe des polynoémes g, hy, € Z[X] unitaires tels

[ = grhi (mod p*)
g« = g (mod p)
ht = h (mod p)
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preuve : On fait une récurrence sur k
-k=1
c’est 'hypothese en posant g1 = g et h1 = h.
— Montrons le principe de la récurrence pour k = 2

g2 = g1 + pgo
he = ha +phA2

f=gha=g1h +p(§2h1 + 7;291) +p2§2f;2 (mod p2)

f=g1h +p(§2h1 + hAzg1) (mod p?)

— aih . .
% = gah1 + h2g1 (mod p)

On applique alors le lemme précédent avec C' = %, ce qui

détermine gs et ha. n

Méthode de factorisation de P € Z[X]
On suppose P unitaire

1. Choix de p premier
On veut p assez petit tel que P soit sans facteur carré modulo p.
On choisit p ne divisant pas le discriminant de P, on fait ensuite quelques
essais afin de minimiser 7.

2. Calculer B, la borne de Landau-Mignotte de P avec d = 5

3. Factoriser P sur F,,
P =u---u, (mod p)

4. Choisir k tel que p* > 2B et étendre la factorisation par la méthode de
Hensel.
P = ugk) o) (mod p*)
5. Pour chaque sous-produit 4 = ugf) uz(f) avec deg A < %, tester si A
divise P dans Z[X]. Si aucun A ne divise P, P est irréductible.

Un meilleur algorithme du a4 Lenstra, Lenstra et Levasz (LLL) (1982)
Cet algorithme polyndémial s’appuie sur la notion de réseau de R™.
Si bi,...,b, est une base de R™, {A1b1 + -+ Apbp, \; € Z} est le réseau de
base by, ..., b,.
Soit R un réseau de base (by,...,by). Soit v1,...,v, € R. On se demande si
(v1,...,v,) forme une base.

. n .
v1 a pour composante vy) avec 1 < i < n dans la base b;, i.e. v; = > vy)bi

i=1

avec v € Z.
La matrice de changement de base est

BORISNC
M = : : :
v%") Ug")
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On a
(v1,...,v,) est une base & det M = £1

exemple : Dans R?

v = b1 = (1,0)
v2 = (a,1)

1 a
det (0 1) =1
(v1,v2) est une base.

Le probléme est de trouver une base sympathique, avec des vecteurs aussi courts
que possible.
L’algorithme LLL permet de trouver
— Un vecteur court dans un réseau
— Une base a peu pres orthogonale
Dans la factorisation,
h(z) polynéme de degré d dans Z.
Les polynémes de Z[X] de degré inférieur & m et multiples de h(z) dans Z/nZ
forment un réseau.
En appliquant ’algorithme LLL & ce réseau avec n = p

(v1,v2) base?

P(z) =u1---u,

Pour chaque i, h(z) = u; et 'algorithme LLL fournit le facteur de p dans Z[X]
qui est multiple de w; dans Fp[X].

Cas des polynémes a coefficient dominant # 1

f(z) =apz™ + - -+ ag,a, #1

On considere a,f(x)

an = byc;
anf(z) = (¢; B)(bxC)

¢jB et byC ont a, comme coefficient dominant.

On a factorisé a, f en deux polynémes de coefficient dominant a,,.
On choisit p premier tel que p1 ay,.

On factorise a;! f sur F,[X]

a;lf = BC}
Par la méthode de Hensel
anf = (anB1)(anC1)
anf = BrCp, mod p

Le coefficient dominant de By, et Cp, est a,.
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Cas des polynémes a plusieurs variables
Sif(X,Y) € Z[X,Y] est irréductible, le nombre de yo € [-N, N] tel que f(z,yo)
est irréductible dans Z[X] est inférieur & N® avec a < 1.
Essayer des valeurs de yg et calculer le nombre de facteurs irréductibles de
f(.’lf, yO)
— Si f(x,y) est unitaire, c’est assez facile.
On factorise f(z,y0) = B(z,y0)C(z, o)
On remonte par la formule de Taylor

f(z,y) = f(2,90) + (¥ — yo)fy (z,90) + - -
B(z,y) = B(z,y0) + (¥ — %0)By (z,50) + -

C(z,y) = C(@,90) + (¥ — %0)Cy (%, 90) + - -

B(z,y0) et C(z,yo) sont connus, par une méthode analogue au lemme de
Hensel, on calcule alors By, Cy,... (c’est possible car f unitaire)
— Si f n’est pas unitaire, c’est plus compliqué.
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Intégration formelle

5.1 Résultant

théoréme 5.1
] Soit f,g € K[X]
f=amz™ +---+ao
g="Dbpa™ +---+bo
Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f et g ne sont pas premiers entre eux

ii) il existe u,v € K[X], degu < deg g, degv < deg f tels que fu+gv = 0.

preuve : —t=>1u
Soit d = pged(f, g), degd > 1.

f=df
g =dg:
On pose u = g1 et v = —fi1.
fu+gv =dfigr —dfig1 =0
— =1
Par contraposée,
On suppose que f et g sont premiers entre eux i.e. pged(f,g) = 1.

Si fu+gv = 0 alors fu = —gv, donc f | gv. De plus pged(f,g) =1,
donc f | v et donc deg f < degw, absurde. D’ol1 non 1. |

73
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définition 5.1 (Matrice de Sylvester de f et g)

am 0 -+ 0 b, 0 --- 0
0 0
. Am E bn
S(f; g9) = ao bo
0 0
0 0 ao 0 0 bo

définition 5.2 (Résultant)

Le résultant de f et g est défini par

R(f,g9) = detS(f,g)

proposition 5.2

preuve :

Application

pged(f,g9) #1 & R(f,9) =0

- SinCd(fdﬁ # 1

il existe 4 = Up_12" P+ 4+ U €6 V= V1™ + -+ 4+ 0o tels
que uf +vg =0.

On a
Unp—1
S(,9) [yt | =0
Vo
On a donc det S(f, g) =R(f,9) =0
SiR(f,9) =0

il existe X # 0 tel que SX = 0. L’existence de X induit I’existence
de deux polynémes u et v (construits comme ci-dessus) tels que
uf +vg =0 avec degu < degg et degv < deg f.

Donc pged(f, g) # 1. |

Soit f € Z[X]. On a R(f, f') € Z.
Si R(f, f') = 0 alors f a un facteur carré dans Z.
Sinon, R(f, f') = p7" ---pg*, on choisit p # p; et alors f est sans facteurs carrés

dans F).
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Propriétés du résultant

R(Af, ug) = A"u™R(f, 9)

preuve :

La colonne n + 1 est amenée en premiere place en n sauts. De

méme pour chaque colonne de b;. D’ou mn inversions et le facteur

3. Supposons

f(z) =ap(r —a1) - (x — anm)
g(@) = bn(z — B1) -~ (z — Bn)
Alors .
RS9 = o, [ el
= o 11468
= apbi [ (e — B;)
preuve :

an T gle) = al [T (Balas — B1) - (ci — B))

s
Il

—

-

Montrons donc que

R(f,9) = ambl ][ (ci — 8)
%]

I@{n+n—1 ;rln,+n— 1 a71'n+n—1
'S(f,9) :
1 ﬂn ay
1 1 1
AT (B) B (Bm) 0
0
o' 'g(au)
£81) - £(Bm)
0 0
0 0 glan)

m+n—1

oy 'g(am)

g(an)
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En passant au déterminant, on reconnait a gauche un déterminant
de Vandermonde multiplié par R(f, g).

n—1 n—1
z] zn
= ] @-w)
Z1 Tn 1<i<j<n
1 1 -

4. Soit la division euclidienne de g par f

g=fq+h

Alors
R(f,9) = aj, “8"R(f,h)

preuve :

R(f,9) = ap, [ [ s(e)

i=1

gla;) = f(ai)q(as) +h(as)

ie.
g(ai) = h(as)
Donc m
R(f,9) = am [ [ (o)
i=1
Or .
R(f, k) = ap®" [ [ h(e)
D’ou )

R(f.9) = a;zn—deg hR(fv h) ]

De cette relation découle naturellement un algorithme pour calculer R(f, g).

définition 5.3 (Discriminant de f)

Si f € K[X]
PG R
Disc(f) = “———R(/, )
exemple :
f=az®+bx+c
a 2a 0
R(f,f) = b 2a
c 0 b
i.e.
R(f, f’) = a(4ac — b2)
D’ou

Disc(f) = _71(1(4ac — b2) =b — dac
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théoréme 5.3

Disc(f) = a2 2 H (i — aj)”

1<i<j<n
preuve :
R(f,f") =am ' []f (i)
i=1
f(z) =am(z—a1)--- (¢ — am)
f'(ai) = am(as — 1) -+ (i — aic1) (@i — @ig1) -+ (a5 — am)
D’ou
R(f, f) = am ' 1T (2 — o)
i=1 ji
mem=1)
= (D7 a7t I (ei—ay)’
1<i<j<n
D’ott le résultat. n
Application

Chercher le polynéme dont les racines sont les cubes des «;.
f(z) = (& —01) - (z — am)

Le polynéme cherché est

Posons

ol y est indéterminé.

m m

Rx(fa g) = H g(aZ) = H (y - OL?) = F(y)

i=1 i=1

Le polynoéme cherché est donc Rx(f,g) = R« (f,y — 2%).

Application aux nombres algébriques

a est algébrique si il existe f € Z[X] tel que f(a) = 0.

Soit a, 8 deux nombres algébriques.

Montrer que a+ f est algébrique en trouvant un polynéme entier annulant a+ (.
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On choisit a1 = «, 81 = B (avec les notations précédentes).
On définit P par

P(y) = Re(f,8(y — 7)) = ajy, [ [ 8y — )

i=1

gy—@)=08y—a; =0 S y=a;+p;
P est le polynéme cherché.
Exercice 5.1

Trouver P € Z[X] tel que P(afB) = 0 puis tel que P(%) =0.
solution page 106

5.2 Position du probléeme

On cherche & intégrer g € Z (X) avec deg P < deg Q.

Lemme 5.4

L’ensemble des fractions g avec deg P < deg () est stable par addition
et multiplication.

preuve : Immédiat. u

Revenons a notre probléeme.
On factorise @ sur C[X].

QX) = (X —a1)™ -+ (X —ar)™

On décompose en éléments simples

=1 1<j<a;
-Sij>2
/ Aij — Az] .
X -a)  (-DEX-a)
-Sij=1
= A;;log(X —
Remarque
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5.3 Algorithme de Yun

On cherche & écrire ) sous la forme

max oj

Q= ]I =
i=1

avec

;=1

Lemme 5.5

| Si Q(X) € Q[X] alors Vi, R; € Q[X].

preuve : L’algorithme calculant les R; le montre.

algorithme 13 calcul des R;

k
étant donné : Q = [[ (X —a;)™*
j=1

fournit : R; = [[ (X —aj)

;=1
C1 + pged(Q, Q")
Dl $— C%
11

tant que D; # 1 faire

Dit1 + pged(Cy, D;)
CH'l A D?—L
_ _D;
R = Dit1

1 i+1

fin tant que

preuve H
Q=RiR; --R:

Ci=R:R;---R:!
D1 =RiR>---R;s
D> = RaRs3--- R,
C>=R3R;-- RS’

Dy

R1=D—2

L’invariant de boucle est

C;=Ri+1Rl Ry
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D;=R;Riy1---R;s
On a alors

Diy1 = pged(Cy, D;) = Riv1Riya -+ Rs

C. s
Cip1 = 5 i Ri+2Ri2+3 . R: (i+1)
i+1

définition 5.4 (Partie rationnelle, partie logarithmique)

— Partie rationnelle :

Z / éléments simples de degré > 2

C’est une fraction rationnelle!
— Partie logarithmique :

z / éléments simples de degré 1

5.3.1 Méthode de Hermite

/5 :/ SP avec pged(R;, Rj) =1
°© Jr

i=1

Décomposons en éléments simples ﬁ avec pged(Q1, Q2) = 1.

P A B AQ2+ B

00 O @

deg P < deg Q1Q2, il existe A, B uniques tels que AQ, + BQ, = P.
En itérant le principe

P P 4
© e SN
i=1

Sii>2
/ Ai _ fraction rationnelle + / B
R R;

i

{

logarithmique

En effet, R; est sans facteurs carrés donc pged(R;, R;) = 1. Il existe u et v tel
que
uR; + ’UR; =1
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/ P /P (uFs + vEy)
Ri
B / Pu N PuR;
“Et)E
P !
= R;l + V;;’ en posant V = Pv
En intégrant par partie le terme de droite
VR, V +/ V!
Ri — (i-1)Ri? (i — 1R
5.3.2 Méthode de Horowitz
théoréme 5.6
Soit P,Q € Q[X] tels que deg(P) < deg(Q).
Alors il existe Py, P2, Q1,Q2 € Q[X] avec deg(P;) < deg(Q;) tels que
P P /
=4 P 5.1
0= 0 202 (5.1)

Plus précisément, on a

Q1 = pged(Q, Q")

et

preuve :
QX) = (X —a1)™ - (X —ax)™

On a alors
QX)) = (X —a) 7 (X —ap)™!
Qa(X) =(X —a1) - (X —ax)
P
Q ;JZI - az)”
k
- e
=1 i=1j=2
@
avec
deg(P,) < deg(Q2)
et

P> € C[X]
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D’ou
ko
P P - —Ai]‘
/Q Q2 ;;(j—l)(X—ai)J_l
N - _
Q1
avec
deg(P1) < deg(Q1)
et

P, € C[X]

Il ne reste plus qu’a montrer que
Py, P, € Q[X]

Dérivons 5.1.

P _ B 4 Q1P - Q1P
Q Q2 Q1
- PO PQ» Q\PQ3

Q Q Q?

P,Q1 + P{Q2 -SSP
Q

avec
Q103
S =
Q

On a le résultat suivant :

S est un polynéme.

En effet, si a est une racine de @ d’ordre « alors
— a est racine de @1 d’ordre a — 1
— a est racine de Q) d’ordre o — 2
— a est racine de Q)2 d’ordre 1

Si > 2, a est d’ordre > 0.

Sia=1,aest dordre > 1.

S est bien un polyndme.

On en déduit alors que

P = PQQl —+ P{Qz -SSP

Q1, Q2 et S sont connus.
En écrivant

Pi=c X"+
Pr=d;j X7+

on obtient un systéme linéaire en ¢; et d; ayant une unique solution dans
C.

Le systéme étant a coefficients dans Q, sa solution est dans Q.

Donc P1, P, € Q[X]. |
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5.3.3 Intégration de la partie logarithmique

/4

deg(P) < deg(Q)

On cherche & calculer

avec

et () sans facteurs carrés.

On regroupe alors les A; égaux.
I =card({A1,...,An})

On écrit donc
{Aly---;An} = {Cl,...,C]}

avec les ¢; deux a deux distincts.
n

On pose, pour 1 < i< I, v; = H (X — a;).
J=1,Aj=c;
exemple : On considére l'expression

2log(X — 1) + 2log(X — 2) + 3log(X — 3)

On a alors

I=2
{01562} :{253}
v = (X —1)(X —2)
V2 = (X — 3)

théoréme 5.7
Soit 1 < k < I, alors
- Si ¢ # ¢y,
pged(P —cQ',vx) =1
— Sic=c¢y,
pged(P — cQ',vx) = v

On en déduit en particulier que vy, divise P — c;@’.
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preuve : On a
P ;
/6 = E Alog(X —a;) = E cilog(vi)
i=1 i=1

Donc, en dérivant

De plus
Q =vivy o1
Posons u; = Q = ij
Vi Y
T
Alors
I
7 !
Q =) uj
i=1
Or
I I
/Q /
P = E Civ;— = E CiliV;
i=1 vi i=1
D’ou

I
P—cQ = Z (ci — c)u;v;
i=1

Fixons k entre 1 et [
Comme vy, divise tous les u; sauf ug, on a

pged (P — cQ', vi) = pged((ck — ¢)unvi, vk )

Comme vy n’a que des racines simples, pged(vg, v),) = 1
De plus, pged(ug, vr) = 1
D’ou
— Sic=ck
ngd(P - CQ’a Uk) = ngd(O, Uk) = Vg
- Sic#ck

pged (P — ¢Q', vi) = pged((ck — ¢)urvk, vk) = pged(ck — ¢ vg) = 1 -

P
Calcul de / —
Q

On calcule Rx(P —y@', Q). C’est un déterminant ol y figure dans n co-
lonnes, c’est donc un polynéme en y de degré n qui a n racines.
Soit y1,-..,Yn Ces racines et ¢y, ..., cy les valeurs distinctes de ces racines.
Pour y = ¢, on obtient que P — ¢, Q' et ) ne sont pas premiers entre eux.

On a alors
I
P
/ a = Zcilog(vi)
=1

avec v; = pged(P — ¢ @', Q).
Les ¢; appartiennent & un corps ou le polyndme en y a toutes ses racines. Les
coeflicients de v sont dans ce corps.
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exemple :

2¢+1
24+ +1

Q=z"+z+1
Q =2z+1
2(1 —y) 0 1
Re((2z+ 1)1 —y),2° +z+1) = -y 2(1-y) 1
0 1—y 1
2 0 1
= (1-9)%1 2 1
01 1
= 3(1-y)’

y = 1 est racine double.
Dot 22 +1
T 2
/m =1 x log(Q) = log(z” + z +1)

exemple : Di & Tobey et Trager

70" +102° + 42" — 72° —42° —42” + 3z + 3
x4 — 208 — 227 — 204 — 4z — 2+ 2z + 1

Re(P—yQ,Q) = (4" -4y -1)"
Les racines de R, sont

112
¥y="3
_ 1442 _ 1-v2
C1 = B C2 = B
v1T = m7—\/§m2—(\/§+1)m—1 vy = m7+\/§m2+(\/§—1)x—1

V1v2 = Q

/ g = cllog(vl) + CZIOg(UQ)

5.4 Conclusion

On doit ensuite s’intéresser & intégrer des fractions rationnelles en X et
log(X), ce qui revient & poser Y = log(X) et intégrer une fraction rationnelle 3
deux variables.

On peut aussi étendre la “base” des fonctions pour exprimer les primitives,

dz
par exemple en ajoutant le logarithme intégrale Li(z) = [ ——, on peut

log ()
dx

log®(z)”
Pour approfondir, on peut se reporter au travail de James Davenport qui est
un des grands noms du domaine.

essayer de calculer /
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sixieme chapitre

Séries formelles

6.1 Introduction

L’idée est d’étendre la notion de série entieére.
—+0o0

Pour les séries entieres E an,2™ avec a, € C, on calcule habituellement le rayon
n=0

de convergence (qui donne le domaine de définition de la série entiere). On sait

ajouter, multiplier, inverser et composer des séries entieres (modulo certaines

conditions).
+oo

Cependant, que dire de Z n!z™ qui a un rayon nul ?

n=0
Dans les séries formelles, on ne se soucie pas du rayon.

Le premier probleme qui apparait informatiquement est comment définir les
coefficients ?

Nombres de Bernouilli

x X Ix
eaf:_lz z2 :anxn
.Z'+7+ n=0

Par définition, les b,, sont les nombres de Bernouilli. Ces coefficients sont intéressants
car ils permettent d’exprimer certains autres coefficients de maniére assez simple.

“+oo

tan(z) = Z toa"

n=0,n impair

Les t,, s’expriment en fonction des b,,.

1 =
cotan(z) = - + Z cnx"

n=0,n impair

Les ¢, s’expriment en fonction des b,.
En effet,
2

Cotan(.z') =1 + e2m7_]_
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Fonction de partition

+o00 1

+oo
;p(n)x" =1l ==

m=1

p(n) est le nombre de fagons d’écrire n comme somme d’entiers plus petits.
Le calcul de p(n) ne nécessite le calcul que des n premiers termes du produit.
Identité d’Euler

+o0

TLG-xm) =14 Y (o (o5 4 )

m=1 n>1

C’est une maniére commode de calculer les p(n).

Fonction 7 de Ramanujan

+oo +o0o
d[[a-g*=> ()"

n=1 n=1
7 est multiplicative i.e. si pged(m,n) = 1, 7(mn) = 7(m)7(n).
Existe-t-il une infinité de n tel que 7(n) = 07 (pour l'instant, on n’en connait
aucun)
Ramanujan a utilisé cette fonction pour expliquer une bizarrerie mathématique,
3 savoir e™V163 est presque entier.

e™163  262537412640768743, 9999999999992 - - -

Posons )
q:eZMr‘r,lq|<1

On définit aussi

L’invariant modulaire est

i(r) = e
On peut montrer
1 %
i(r) = 1 + 744 + chq", avec ¢, € Z
n=1

On a également le résultat

Si 7 est racine d’une équation du second degré & coefficients entiers, alors j(7)
est simple.

Ici

14 iy
J(#) = —640320°
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144163
T=
2
q= e2i7r'r — _e—7r\/163

q est tres petit donc % est tres grand.

(1) =—eT™18 L 744 4 ¢

ie.
e™V163 = 744 — j(7) + & = 640320% + 744 + ¢

€ étant tres petit, e™V193 est presque entier.
6.2 Opérations sur les séries formelles

u(z) =ug+urz+---+uz" +---

v(z) =vo+viz+ -+t + -

6.2.1 addition

La calcul de w = u + v est évident.
Pour calculer w jusqu’a l'ordre N, la complexité est O (N).

6.2.2 produit

On cherche a calculer w = u X v.
wz)=wo+wiz+- -+ wyz"+---

Wy = UQUp + U1VUp—1 + *** + UnVo

Le calcul de w,, nécessite n + 1 produits.
Pour calculer w jusqu’a 'ordre N, la complexité est O (N 2).

6.2.3 quotient

On cherche & calculer w = ¥, on suppose vg # 0.

Sivg=wv1 =--- =vk_1 =0 et vy #0, w est une série de Laurent.

v(z) = 2F (0p + vp M+ 1)

w(z) = u(z) _ 1 u(z)

v(z) 2k vy, + Vpp12+ -

On peut donc toujours se ramener au cas vy 7 0.
Pour calculer w, on dispose de plusieurs méthodes
— Division suivant les puissances croissantes
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— Identification
On a la relation

On a donc
VUpWo + Vp—1W1 + -+ - + VoWn = Uy,

On peut calculer les w; par récurrence

Uo
wy = —
Yo
1
Wn = (Un = UnWo — Up—1W1 = -+ — V1 Wn—1)
0

Le calcul de w,, nécessite n multiplications et une division.
Pour calculer w jusqu’a l'ordre N, la complexité est O (N 2).
La division cotite aussi cher que la multiplication.

Application

+oo 1
p(n)z" = — e

[y
+
]

On calcule p(n) en O (N vN ) opérations.

Remarque
Ici, on dispose d’un algorithme “on line”, c’est & dire que si ’on a calculé jusqu’a
I’ordre N, on peut calculer le wy 41 sans tout recommencer.

6.3 Calcul de v(z)*,a € R

v(iz) =vo +viz+---

On suppose vy = 1.
Si vo = 0, on met v;z* en facteur comme pour le calcul du quotient.
On dispose de deux méthodes

— Méthode classique

u(z) =v(z) — 1 =viz +vo2® +---

ala—1)
2
Pour aller jusqu’a l'ordre N, il faut calculer u2,4%,. .., u", chaque calcul
nécessitant O (N?2) opérations. La complexité est donc O (N?).
— Méthode de I’équation différentielle
Cette méthode est bien meilleure puisque en O (N?).

v(@)* = (1+u(@)® =1+ ou(z) + u(@)® + -

3
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En dérivant

D’ou

On exprime v et w

vig)=1+viz+---F+v,2" +---

V'(z) = vy + 200x 4+ -+ vzt 4
w(z)=14+wiz+--+wpz™ +---
W' (2) = w1 + 2waT + -+ - + nwpE™ Tt + -
Le coefficient de z"~! dans w'v est
n
nwp, + (n— Dwp_1v1 + -« + Vwp_1 = Z kwgvn—p
k=0
Le coefficient de 2™~! dans wv' est
n n
Z kvywy,_p = Z (n — k)wrv,_g
k=0 =0

Le coefficient de z" ! dans w'v — awv' est nul.
i.e.

Zwkvn_k(k —an—k)=0
k=0
D’ou

n—1
nw, = Z WgVn—p(a(n — k) — k)
k=0

On a donc une relation de récurrence pour calculer les w,.

Pour calculer jusqu’a I'ordre N, il faut O (N?) multiplications.

Remarque

Par des techniques voisines de la seconde méthode, on peut calculer :

w(z) =e" @ vy =0
w' = ev = wv'
D’ou
w —wv' =0
Calcul en O (N?)

w(z) =log(l + v(z)),v0 =0

w =

1+v
w(l+v)—v' =0
Calcul en O (N?)
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6.4 Inversion de séries formelles
On cherche & calculer la fonction réciproque, ¢’est-a-dire, si
z=v(t) =t +vat’ + - Fopt" 4 -
on veut exprimer ¢ en fonction de z
t=w(z) =2z+wa2? + - Fwp2z" +---

Encore une fois, il existe plusieurs méthodes
— On utilise la formule d’inversion de Lagrange.
Pour n fixé, n > 2, on calcule

t " n n
(?) =1+u{” + +uMtE 4

Le théoréme de Lagrange dit que

1
Wy = E“gb—)l

v(t)

n
v(t . .
On calcule par récurrence (T) en divisant par ¥, ce qui se fait

en O (N?), d’olt une complexité totale de O (N?).
— Méthode d’itération
Montrons son principe sur un exemple

3 5

y:arctan(m):x—%%—%%—(’)(ﬂ)

D’ou
3 7 3
r=y+3 - +0) =y+0(’)

En itérant

Puis
1 3 3 1 3 5
w=y+§(y+%+(9(y5)> ——(y+%+0(y5)> +0(y7)

D’ou

3
g 25 7
T=y+ T+ 5y +0(y")

On ne gagne qu’un coefficient & chaque étape.
— Méthode de Newton
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La convergence est quadratique, i.e. le nombre de chiffres significatifs
double a chaque étape. On peut, comme ceci, obtenir assez rapidement
une bonne approximation de v/2
f(z) =a2* -2
x2 -2
2%,
On adapte cette méthode au cas des séries formelles.

Tpnyl = Tp —

z2=t+vat> +--- = v(t)
t=w(z) =24+ w2’ +---

v(tn) — 2
tn+1:tn_%
n

ol
th=z2+ - Fw,_12" L +0(2")

tnt1 sera en O (227).
On double le nombre de coefficients a chaque étape.

6.5 Composition des séries formelles

u(z) =z +usz® + -t up2" 4 -
v(z) =vo+vit+---+ut" + -

On veut calculer w(z) = v(u(z)).
1l existe plusieurs méthodes :

t = u(?)
2 = u(z)’
t" = u(z)" =2"+0 (")
Chagque calcul, excepté le dernier, se fait en O (n?) d’ou une complexité

en O (N?).
— Diviser pour régner

V() =t -+ + vy t™ ™ (vm + U t™ 4+ vnt"—m) +0O (tn+1)

v

~~

Vo i

Le meilleur choix pour m est v/nlogn. On peut aussi prendre m = /n.
Sur les séries formelles, la formule de Taylor est vraie.

On a
V(t) = Vo +1"Vi + O (t"+)
U(z) = U(Vo + ™V + O (t"*1))
D’ou
m ! t2mV12 "
U(2) = U(Vo) + AU’ (Vo) + —5+-U" (Vo) + -+

Pour aller jusqu’a l'ordre N, la complexité est O ((N log N )%)
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6.6 Deux exemples d’application des séries for-
melles

6.6.1 Premier exemple

Soit ug € R, on définit (uy), .y par la formule de récurrence u, 41 = sin(uy).
Montrer que u,, — 0 et trouver un équivalent de u,,.
Quitte a poser v,, = —u,,, on peut supposer uq > 0.
On a alors, pour n > 1, 0 < u,, <1 et comme sin(z) < z, (u,,) est décroissante.
Comme elle est positive, elle admet une limite I. La fonction sin étant continue,
on a 4 la limite sin(l) = I, donc I = 0.

On va utiliser la méthode en a, c’est-a-dire on cherche «a tel que

(o7 (62
Upig — Uy —> 1

lemme 6.1

lim (2~ L)_1L
250 \sin’(z) 22/ 3

preuve :
11 z? — sin’(x)
sin(z)? = x2sin?(x)
(z — sin(z))(x + sin(x))
x2sin?(x)

o~:|“W
N
8

8
o

8
o

(U

théoréme 6.2 (Césaro)

ar+---+ap

Sia, — 1, — 1.

On a

Par le théoréme de Césaro
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De plus
1 &/ 1 1\ 1 (/1 1
n—14&\upy,  ug n—1\u2 u?
Or
1 1 1 1
n—1\u2 u? nu?
Donc
1 1
nu? 3
D’ott
¢§
Un ~ 4/ =
n
Maple

rsolve(u(i+1)=sin(u(i)) ,u(i)) ;

asympt (%,1,10) ;

n 10 n  2n 200 n2? nk

3 (1 _ 3logn) 3B 27 log’(n) S Pk(log(n),B))

6.6.2 Second exemple

. [d
lifw) = / Tog(®)

On peut montrer

z
li(x) ~ ——
™ o @)
En faisant une intégration par parties, on écrit
) z x 2z (k—=D'z ( z )
li(z) = + + ot +0
“)= t0e@ T 1og@ TP’ @ og"(z) " \log™ ()

li est croissante, continue donc admet une fonction réciproque. On souhaite un
développement asymptotique de z = li~(y) en fonction de y = li(z).
On utilise la méthode d’itération

xr
Y™ Tog(a)
D’ou
log(y) ~ log(z) — log(log(z)) ~ log(z)
Or
z ~ ylog(z)
Donc

z ~ ylog(y)
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i.e.
z = ylog(y)(1 +o(1))
D’ou
log(z) = log(y) + log(log(y)) + log(1 +o(1))
i.e.

log(z) = log(y) + log(log(y)) + o(1)

On remplace dans z = ylog(z).
En itérant, on arrive finalement 3

xzy(log()-l—loglog +2Pkloglog ))+(9()>

P (log(y

Application
On désigne par II(x) le nombre de nombres premiers inférieurs & x.

II(z) = li(z) + reste assez petit ~

_r
log(x)
En fait, on a

z x (k—1!z x
TENT A A )

éme

II(z) =

Si on note p, le n nombre premier, on a

I(p,) =n =~ li(p,)
D’ol
pn 2 li7t(n)

On a donc
pn = n(log(n) + log(log(n)) — 1+ ---)

On obtient donc une approximation du n®™¢ nombre premier.



septieme chapitre
Cryptographie

7.1 Les méthodes alphabétiques

La méthode de César
Il s’agit simplement de décaler les lettres de trois.

A —- D
B —» FE
X —» A
Y - B

- C

La méthode de Hill

Dans cette approche, on numérote les lettres de ’alphabet de 0 & 25. On peut
ensuite voir tout nombre comme une lettre. Si n est un entier, en effectuant la
division de n par 26, n = 26¢ + r, n code la r*™¢ lettre de I’alphabet.

On choisit ensuite une matrice carrée 2 x 2 inversible dans Z/26Z.

Par exemple
5 17
M= (4 15)
Codons le mot universite.

On le découpe en morceaux de deux lettres, & savoir un, iv, er, si et te.

. 21\ _ (5\ _
un est codé en M (14> = (8) = eh.

Pour le décodage, on utilise M ~! mod 26.

Faiblesse de ces deux méthodes
Des méthodes linguistiques permettent de casser ces algorithmes de cryptage.
— Une analyse de la lettre la plus fréquente dans les messages codés par la
méthode de César permet de casser la méthode.
— Pour casser la méthode de Hill, il faut étudier les doublons les plus fréquents.
(méthode polyalphabétique)

97
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7.2 RSA

Cette méthode tire son nom de ses auteurs : Rivest, Shamir et Adleman.
Si p et g sont deux nombres premiers, il est facile de calculer n = pq. En revanche,
connaissant n, le calcul des facteurs premiers de n est difficile. On appelle une
telle fonction une fonction & sens unique.
La méthode RSA ne permet de crypter que des messages numériques. Pour
coder des lettres, on peut par exemple utiliser le code ASCII.

Algorithme RSA
— Choisir p et ¢ deux nombres premiers de 100 chiffres environ.
— Calculer n = pq
— Calculer o = (p—1)(¢—1)
— Choisir d premier avec ¢ (par des méthodes probabilistes).
— Calculer e tel que ed =1 (mod o)
— n et e sont publics
- p, q, ¢ et d sont privés
— Pour envoyer un message numérique M avec M < n, on calcule

C =M modn

et on envoie le cryptogramme C.
— Pour décoder, on calcule M = C¢ mod n
Connaissant e, calculer d est équivalent a factoriser n.
Le théoreme d’Euler donne :
Si a et n sont premiers entre eux alors a?(™ =1 (mod n).
Supposons

C = M*° (mod n)

Soit
M'=C%mod n

Montrons que

M =M
On a
M' = M°? (mod n)
Or
ed =1+ kp(n)
D’ou

M'=M x (M“’(”)>k = M (mod n)

Comme M et M' sont compris entre 0 et n et qu’ils sont congrus modulo n, ils
sont égaux.
On retrouve donc bien le message envoyé.
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7.3 DES : Data Encryption Standard

Ce standard est vu comme une boite prenant en entrée une clé codée sur 64
bits et un message de 64 bits et qui renvoie un cryptogramme de 64 bits, i.e.
c’est une fonction booléenne :

f : F264 X F264 — F264

L’avantage de ce standard est que la fonction est rapide & calculer (cela peut
méme étre implémenté de maniére matérielle) et que le procédé est symétrique,
c’est-a-dire si f(key, message) = code, on a f(key, code) = message.

De nos jours, le codage sur 64 bits commencent a devenir facile & casser par la
méthode qui essaie toutes les possibilités (& cause de la puissance des ordinateurs
actuels), c’est pour cela qu’un nouveau standard va remplacer le DES : PAES.
La méthode employée sera certainement la méthode Rijndael qui est & l’essai
actuellement.
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annexe A

Solution des exercices

Exercice 1.1 — Algorithme de Karatsuba énoncé page 11

Soit T(m) le nombre d’opérations élémentaires demandées par le calcul de
P x Q (P et Q étant de dégré inférieur & 2m = 2"*1).
On a la relation de récurrence :

m
Tm) = 3T(3) +  Om) + 0(1)
addition des polynémes  multiplication par X™ et X2™

diviser pour régner

En effet, les multiplications par X™ et X2™ ne sont que des décalages et ne

cotitent que O (1), Paddition de deux polynémes de degré n demande un temps

O (n), les multiplications P; X Q1, (P — Py) X (Q1 — Qo) et Py X Qo sont ef-
fectuées en appelant récursivement I’algorithme de multiplication.

On a donc : m

T(m) = 3T( :

) +0@)
D’ou
T(m) = O (m'°823)

ie.
T(Qn) =0 (2n10g2 3)

Ainsi, si P et @ sont de degré inférieur & N, n = log, N et

log 3

T(N) = 0 (2P Non?) = o (Vi)

Exercice 1.2 — Calcul de 7 énoncé page 11

La clé est

1
+oo V2 k1

1 1 k T

— =2 d
21618 + k V2 / o
=0 0

101
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2

+oo .
.’Ek_l Z mSZ dx
=0

1
kY2 ke k
V2 [ Edr = V2
0

2

kot

+oo X
Z .,1‘.81+k71 dx

= V2
0 =0

(convergence normale de la série sur le segment [0, %])

k +o0 % .
— \/i Z f x8z+k—1 dx

=0 0
k+00 8ith 1
= V2 E)Vsm ]Oﬁ
1=
+
_ 1 1
- Z% V25 Bitk
“+o0
_ 11
- i;) 167 8i+k

Il ne reste plus qu’a montrer que :

44/2 — 823 — 4+/22* — 825

=28 dx

3
I
Bt s

Exercice 2.1 — Suite de Fibonacct énoncé page 15

question 1 — Le polyndme caractéristique de I’équation est P = X? — X — 1.
Les racines de P sont

{ e = 1+2‘/5 ¢ est le nombre d’or
A~ 1=/5
Y = 2
D’ou
Fo= (e — ")
"B

On peut aussi montrer que Fj, est 'entier le plus proche de %.
question 2 — On raisonne par récurrence :
-n=0
F,=1>10°

-n=1 )
F3=22>10% =~ 1.58

-nn+1—-n+2
Fopo = Fy 4 Fryy > 1075 +10%5 > 1075 (1 n 10%)
P(m%) <0

i.e. . )
1+ 105 > 1035
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D’ol o )
Fois>10"% x 105 =108

Xn:<Flf;+1>
n

(1)

question 3 — On pose

On a
Xnp1 =  AX,
1
%= (o)
D’ol
X, =A"X,

En utilisant 1’algorithme des puissances, A™ se calcule en O (log, n), d’olt un
algorithme efficace calculant F,.

Exercice 2.2 — Majoration des racines d’un polyndéme énoncé
page 25

question 1 — Soit 2 > 0

Q@)=0 & J|ag|+-+]|ap|z"t =2"
& lool 4.y lenmtl =y

On définit g : R} — R par g(z) = ‘;—f’l‘ 4+ 4 —‘a"m‘ll.
g est continue et strictement décroissante sur R} .

lim g(z) = +o0

z—0t

; —_ ot
P 80) =0
Ainsi g réalise une bijection de R} sur R’ . Donc il existe un unique r > 0 tel
que g(r) = 1, i.e. il existe un unique r > 0 tel que Q(r) = 0.
question 2 — g est strictement décroissante sur R .

P(z,) =0
i.e.
n __ n—1
Zp = —O0p—12, — - — Qg

D’ot, en appliquant ’inégalité triangulaire,
|20 " <l@n1 |20 "+ +]ao|

i.e.
M™ <|ap_1 |[M™" ' +---+]ao |

- g(r) = 1< g(M)
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Donc
M<r
question 3 — Posons B = max |ay |
0<k<n—1
— Sir <1, cest évident d’apres la question précédente.
— Sinon r > 1
= ap_1 |r" -+ ao |
D’ou
" <B(r" 4o+ 1)
ie.
r*—1
r" <
- r-1
Donc
n+l _ .n
r ™ <
rm—-1 -
ie.
-1
T <B
o
Or
0<1—-—<1
Donc
1
™
D’ou
r—1
— >r—1
=
Ainsi
B>r—-1
i.e.
r<1+B

On a montré que
M<1+ max |ag]|
0<k<n-—1

Exercice 2.3 — Méthode de Hensel
On raisonne par récurrence sur n
-n=1

c’est ’hypothese

énoncé page 28
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-n—-n+1
Soit x,, donné par ’hypothése de récurrence
On cherche z,1 sous la forme x,41 = ©,, + Ap™
On utilise la formule de Taylor

P(zn41) = P(z,) + Ap"P'(2,,) (mod p"t)
En effet, pour k > 2

pk) (Tn)
T Y/
On montre ceci pour les monémes
pP=X
Alors
PR =1(1—1)---(1—k)X'~*
Donc )
P n {-1---(l-k%
k(!x ) _ U )k! ( )wnl—k — ol h ez
Or
P(z,) =0 (mod p™)
Donc
Jda € Z|P(z,) =p"a
D’ou

P(zn41) = p"(a+ AP'(z,)) (mOd pn+1)
On cherche donc A tel que
p"(a+ AP'(z,)) =0 (mod p"*')

c’est-a-dire tel que
a+ AP'(z,) = 0 (mod p)

Or
P'(x,) # 0 (mod p)
Car
{ P'(z,) = P'(xq) (mod p)
P'(z0) # 0 (mod p)
Donc a
A= Pz (mod p)
On a donc
P(zp41) =0 (mod p™)
et

Tnt1 = Tpn = To (mOd p)

Montrons 'unicité :
Soit z et y tels que :

z #y (mod p™tt)
T =y = 2o (mod p)
P(z) =0 (mod p™+)
P(y) =0 (mod p"*')
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Donc
P=(X -2)(X —y)Q (mod p"**)
Donc
P = (X - 0)*Q (mod p)

Alors xg est au moins racine double de P modulo p, contredisant ainsi
P'(zq) # 0 (mod p).

Exercice 5.1 énoncé page 78

f(z) =am(z —a1) - (z — ap)
g(x) =bp(z — B1) -~ (x = Bn)

avec a; = a et f; = f.
— Montrons que af est algébrique
On pose

h(z) est bien un polynome.
On définit P par

Ply) = Ralf, ) = a, ﬁ arg( L)

Si on suppose a # 0, alors Vi, a; # 0 car sinon f ne serait pas le polynéme
minimal de a.
On a alors

Yy Y
P =0eg(L) —0e L —p ey—ap;
(67 [67]
— Montrons que % est algébrique

On définit P par

P(y) = R«(f(yz), ) = b H £(8;y)

Si on suppose 3 # 0, alors Vj, 8; # 0 car sinon g ne serait pas le polynéme
minimal de .
On a alors

a;

P(y)=0®f(ﬂjy)=0®ﬂjy=ai®y=g
J
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