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I Introduction

Que fait un systéme de calcul formel ?

— travailler sur des grands nombres entiers, rationnels, réels, ...

— travailler sur des polynomes, fractions rationnelles, en plusieurs variables.
Factorisation de polynomes.

— analyse : calcul de limites, de dérivées, ...

— simplification, manipulation de formules

— résolution d’équations exactes et approchées

— intégration formelle

— résolution d’équations différentielles

— algebre linéaire : résolution de systemes, calcul de valeurs propres

— calcul dans les corps de nombres
exemple :

Q[V2] = {a+b\/§;a,b c Q}

— calcul de sommes
exemple :

— calcul modulaire : calcul modulo n, dans Z/nZ
— simplification

exemple :
en Maple : expand, normal, collect, simplify, factor
expand ((1+X) ~20) ;
1+20X+190X"2+...+X"20
factor(\%);
(1+X)"20
expand ((1+X) ~20+1) ;
2+20X+190X72+...4X720
factor(\%);
2+20X+190X"2+...4X"20
exemple : Simplifier des expressions n’est pas facile ; ainsi, il n’est pas évident
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de se rendre compte que ’expression suivante désigne un entier.

{27+ 6Vt + {f21 - 6va1

exemple : De méme, on ne voit pas facilement que a = §.

{a = VE+v/22+2V5
B 11+2v29 + \/16—2\/E+2\/55—10\/E
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re erc re

a elsdarit meti ue et

multi recision

Le éro comme chiffre date de 0, il a été inventé par les mathématiciens

hindous.
Soit la base et . ndécompose sur en:
avec
et  étant donnés, trouver les
n notera le quotient de la division euclidienne de par et

reste. en M L : et

le

al orithme 1 calcul des

étant donné :

7

ournit :

tant que aire

n tant que




1. A ELS ARl EI EE L I RECISIO
exemple : écrire 2 en ase 2
2 2
11 | 2
512
212
12
0
d’ou 2 =10111»
aple La fonction décompose  sur la base

et  étant donnés, trouver

Il s’agit en fait d’évaluer un polynéme en un point, on utilise pour cela la
méthode de orner.

al orithme calcul de

étant donné :

y )

ournit :
pour a par pas de aire
n pour
exemple :
1
2
22 2

exemple :
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1. A ELS ARI

al orithme calcul de

étant donné : ,
ournit :

écrire en base

rayer le de gauche
remplacer par , par

en partant de , exécuter les opérations

n o tient les opérations

Le colit de 'opération est inférieure & deux fois le nombre de chiffre de
base moins

n base , un nombre de chiffres est compris entre et
Soit le nombre de chiffre de en base

Le cofit de 'opération est donc inférieure &

ar récurrence sur le nom re dec i res de b en ase 2.

b=2b + , € 0,1

a = a a
orner
b = 2+ 12 '+ +
= (( 2+ 1) 2+ 2) 2+
exemple : Soit a calculer 19 2

19 2 1
11 1
76 5 1
152 2 0
0 1 1

7 écriture inaire de

€n
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L I RECISIO

n ignore les lignes qui ont un nom re pair dans la colonne de 2
a un 0 dans son écriture inaire

2 =1640 + +2+1

19 2 =19 (1+2+ +0 +16)
19 2 =19+19 2419 419 0 +19

ce qui correspond

16

al orithme calcul de

étant donné :

ournit :

tant que aire

si alors

n tant que

multiplication

exponentiation

n remplace par et par dans l'algorithme obtenant ainsi I’algo-

rithme

méthode ete
1. alculer

2. rendre le reste dans la division par n

méthode meilleure Dans les algorithmes ou , travailler modulo n.



1. A ELS ARI EI EE L I RECISIO
al orithme calcul de
étant donné : ,
ournit :
tant que aire
si alors
n si
n tant que
onclusion n se calcule si n ont chiffres décimaux en moins
de opérations élémentaires, chaque opération étant une multi-
plication de deux nombres de chiffres suivie par une division par un nombre

de chiffres : c’est rapide.

pplication au test de primalité “tant donné n impair, n est-il premier ?

1. Diviser n par n. Si une division a un reste nul, n n’est
pas premier. Si aucune division n’a un reste nul, n est premier.
our un n de  chiffres : n , n
n note le nombre de nombres premiers inférieurs & . n sait que
n doit donc faire divisions. n admettant qu’un ordinateur actuel
permet de faire divisions par secondes, il faut alors attendre se-

condes, c’est-a-dire  heures
2. tiliser le théoreme de ER A , & savoir :
Si  est premier et alors

Si n est impair, on calcule n par l'algorithme des puissances.
Si le résultat est différent de , n n’est pas premier. n revanche, si le
résultat est égal & , n est probablement premier.

ar exemple, pour n , , le test précédent
échoue.

aple
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De nos ours, nous disposons d’ordinateurs travaillant sur ~ ou  bits. Les
opérations dont le résultat est inférieure a ou sont exactes.
n choisit  tel que soit plus petit que le plus grand entier représenté
par ordinateur.

n choisit généralement pour une puissance paire de . our un ordinateur
bits, on choisit . n représente alors un grand nombre  par :

n va voir dans cette partie comment faire les opérations élémentaires sur ces
grands nombres représentés par la liste de leurs coe cients.

al orithme calcul de

étant donné : ,

ournit :
n
si alors
ompléter
sinon
ompléter
n si
n
pour a aire
n
n
n pour
si n alors
n




1. A ELS ARI EI EE L I RECISIO
al orithme calcul de
étant donné : ,
ournit :
pour a n aire
n pour
pour an aire
n
pour a aire
n
n
n pour
n
n pour
Il n’y a pas de dépassements car . neffet :
n
exemple :

10000 | 5

5 100 5 0
100 | 5
572
7
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Division élémentaire
Soit N
pouvant étre nul

tels que

n pose

— quotient exact

quotient approché

théoreme 11

n PO -1+ + o+ M

n ma ore

B e R
n "+ +

R i T |

n

bl + nt+1-—-L

n

n e ectue la division euclidienne de ,4+1 4+ , par ,:

n+1 + = -+ ,0 n
D’ou

n+1 + 'n,"']-_L

n

€ o+ +1--L1

n

1
+1-— .



1. A ELS ARI EI EE L I RECISIO
Donc
=z
n
insi
T
n suppose
"2
Montrons que
+ 2

omme —1,si
Supposons donc que
Montrons que

— , cest évident.

T + 2
g it t o nht ntl "
n no " -(n-1)
= — — =1
D’ou
- -1 —
’ —( =1
— 1
_( n_]_)
- =-C"=-1)
_( n_]_)
1
n
- —_— n
r
n _ n -1 n
" 2 2
D’ou
n
z— —1 —
— n
n
R
- 1
—+ -1
_ 2
Mais




1 1. A ELS ARI EI EE L I RECISIO

D’ou
r— —1 2

i.e.

T +
Donc

T + 2

théoreme 1
+1 +1

n e ectue la division euclidienne de par + 1.

—a( +1)+ ,0
— =a
1 faut donc montrer
@ 2
omme
+1
na
a 1
t comme
na
a( +1)+
ie.
a +a+ =22 —(a—1)( —1)+1
D’ou
2a +1
insi
Lt
2 2
D’ou
a
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omment aire la division de par si —
n multiplie tout par —— , obtenant et . n faire

alors la divisionde par . na

Le reste de la division est multiplié par

insi

Donc et ont le méme nombre de chiffres.

Donc le chiffre dominant de  est supérieur a — .

Si an chiffres, an chiffres, la multiplication de  par est en
n .
milliard de décimales de occupent millions de chiffres en base
. Multiplier deux tels nombres nécessitent opérations élémentaires.

L’algorithme de ARA S A a une complexité de n

xercice 11

Soit et  deux polynémes de degré inférieur a 2 , ou = 2". ’algorit me
de aratsu a fonde son approc e diviser pour régner sur la formule :
= * + 1 1= (1— ) (11— )+( +1)
avec
= 1 +
= 1 +

Montrer que la complexité de ’algorit me de aratsu a pour la multiplication
3

de deux polynomes de degré  est

L’algorithme de transformée de O RIER rapide fonctionne, quant a lui, en
n o n n . ette méthode, di cile & implémenter, ne devient intéressante
que pour n supérieur a plusieurs milliers.
xercice 1

Montrer la formule

1 2 1 1
”_Zlﬁi i+1 i+  i+5 i+6



1.

A ELS

ARI

=i

E E

L I RECISIO




deu e ec re

a elsdarit meti ue

n calcule le pged de deux entiers en utilisant ’algorithme d>  CLI E.

lemme 1

e 1

Soit d = (a,b) e etd = (®, )e
d aetd bdoncd =a—0b ,ainsid d.
d betd doncd a=b + ,ainsid d.
ommed d etqued d,onad=d.

n en déduit un algorithme pour le calcul du pged.

al orithme version récursive

étant donné :
ournit :

si alors

retourner
sinon

retourner

n si
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1 2. A ELS ARI

al orithme version itérative

étant donné :

ournit :
n
n
tant que aire
n
n

n tant que

exemple : lgorit me d’ uclide de et de | avec

= a + a 1,1

= a1 + 1 a1 1,1 1

= a21+ 2 a2 1,1 2 1

i = Qit2 i+1 t+ i+2 ai+2 1,1 i+2 it+1

1 = Qi+ izt it ai+ 1,1 4y itz
i+2 = Qi+ i+ it ai+ 1,1 44 it

= Qn n + n Qn ]-, 1 n

= Qan 2 n + o2 an 2 17 1 n 2

= Qan 1 n 2 an 1 2, n1=0

epged de et de  est le dernier reste non nul, c’est a dire , 2. Dans l’algorit me
ci dessus, il y a n divisions (n  2).

dé nition 1

proposition




2. A ELS ARI

e
—
=

n montre I'inégalité par récurrence descendante.
> ypot ese de récurrence (i) est 1+1, n
i=n—2
n =0Qan 1 n 2 2 1=
Soit ¢ n—2 tel que ().
Montrons (i — 1), c’est a dire, montrons que ; n i
ar ypot ese de récurrence, on a

i+1 n il
i+2 n i 2
De plus
i = Qit2 i1+ 42
r
ai+2 1
Donc
i i+1+ it2 nilt ni2= ni

D’ou le résultat.

théoreme
n
"vident d’apres la proposition précédente.
corollaire
| n
n e ectue 'algorit me d’ uclide de et de
Si ,il y a au plus n — 1 divisions.
Sinon la premiere division =0 + permute et etily

lemme

a au plus n divisions.

™ .

xercice 1

alculer .
Montrer que
n 0, n+2 10_

Montrer que , peut se calculer en (5, n) opérations portant sur des

entiers.
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1 2. A ELS ARI

théoreme

) 10 +2

n applique alors le corollaire précédent.

théoreme

a preuve utilise I’algorit me d’ uclide étendu.
Dans lalgorit me d’ uclide de et de , on pose, en notant
(ai) , , . lasuite des quotients,

2 = 0
1 = 1
i = —ai i1+ i 2
2 = 1
1 = 0

—a; i 1+ i 2

~

n montre alors par récurrence que
i+ i =

n faisant ¢ = n — 2, on o tient le résultat :

n?2 + n2 = p2= ( ) )
. Soit
d= (aab)
na
(42
d b
Donc
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ie.
d 1
Donc
d=1
ie.
(a,b) =1
aple
dé nition
n
n
dé nition
n n
n
théoreme
n
Sin=1
Y@= =1
Sinon
n= ,
n note
n= 1
Sid net (d)=0alorsd 7.
n a donc

Y@= @

n

nnote (d)le nom re de facteurs premiers ded. na (n)=
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n a alors

Z(d)=g > @

n

d m

(d) =

rsi (d)= etd malors (d)=(-1)
Donc

> (d)=Z::(—1) > 1

sl

&
s

D’ou

Y @=Y (1 =@a-1) =0


















































































































































































































































































