Université Claude Bernard, Ens Lyon 2001-2002 Magistère Math-Info, Calcul formel, TD du 9 novembre 2002

Racines dans F_p d’un polynôme

1. Soit g ∈ F_p[x], et a ∈ F_p. Ecrire la procédure

> scinde := proc(g,x,a,p) qui rend le triplet [Q_0, Q_1, Q_2] où

Q_0 = (g, x − a), Q_1 = (g, (x − a)^{p−12} + 1), Q_2 = (g, (x − a)^{p−12} − 1).

Autrement dit Q_0 = x − a ou 1 selon que a est, ou n’est pas racine de g, Q_1 est le produit des x − u, u décrivant l’ensemble des racines de f dans F_p qui sont telles que u − a n’est pas un carré, et enfin Q_2 est le produit des x − u, u décrivant l’ensemble des racines de f dans F_p qui sont tels que u − a soit un carré.

2. Ecrire la procédure

> racines := proc(f,x,p) qui rend le produit des (x − u), u décrivant l’ensemble des racines de f dans F_p. Pour scinder le polynôme dont les racines sont les racines de f dans F_p, vous écrirez un un algorithme probabiliste, utilisant la procédure scinde avec diverses valeurs de a.

3. Soit le polynôme f = x^{31} + x^{15} + 1. Quelles sont les racines de f dans F_p pour p = nextprime(10^{38}) = 100000000000000000000000000000000000133 ?

La méthode de Hensel

Soit p un nombre premier fixé. Soient f un polynôme unitaire f ∈ Z[x], et g_1, h_1 deux polynômes unitaires de Z[x], premiers entre eux dans F_p[x] (donner un exemple de deux polynômes g, h, unitaires dont les coefficients sont réduits modulo p, qui sont premiers entre eux dans Z[x] mais pas dans F_p[x]) tels que

f − g_1h_1 ≡ 0 (mod p)

1. Montrer que, pour tout r ≥ 0, il existe g_r et h_r dans Z[x], unitaires, uniques modulo p^r tels que

deg g_r = deg(g_1), deg(h_r) = deg(h_1), g_r ≡ g_1 (mod p), h_r ≡ h_1 (mod p),

f − g_rh_r ≡ 0 (mod p^r).

2. Ecrire la procédure

> hensel(f,g1,h1,x,p,r) qui, recevant les données f, g_1, h_1, x, p, rend le couple (f_r, g_r).

3. Ecrire enfin la procédure > hensel(f,x,Lpoly,p,r) qui reçoit un polynôme f ∈ Z[x], un nombre premier p, et une liste Lp de polynômes unitaires premiers entre eux dont le produit est congru à f modulo p, et qui rend l’unique liste de polynômes modulo p^r, qui sont congrus modulo p aux polynômes de la liste Lpoly, et dont le produit est congru à f modulo p^r.