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Mots conjugués

. ® uRu est trivial (prendre t =€ et s = u).

e la symétrie est évidente.

e Transitivité. Prenons uRwv (avec s,t) et vRw (avec s',t'). Alors en po-
sant a tel que (faire un dessin) s = at’ et s’ = ta, on obtient u = st = att’
et w = tt'a d’ou le résultat voulu en prenant s = a et t'' = tt').

. Montrons uRv < u™Rv™ :

e : = Par hypothese, on a u = st et v = ts. Alors on a le résultat en
prenant s’ = (st)™ ! et t' =1t.

e : & Supposons u™Rv™ a ’aide de s et t. En faisant un dessin, on voit
Ji,j,s =ulr et t = yu’. avec i+ j +1=m et u = xy. Alors s = (zy)*
et t = y(zy)’. Donc v™ = ts = y(xy)’(zy)iz = (yz)™. D’ott v = yx et
donc uRwv

. Montrons uRv < Jw, uvw = wu :

e : = Si uRv, u = st et v="ts, en prenant w = s on a le résultat voulu.
e : < Si Jw,uw = wv. Alors deux cas sont possibles :

— Si |w| > |u|. Alors on écrit (faire un dessin!) w = uw' et w = w'v
et w' est solution de la méme équation. On peut donc prendre une
solution dont la longeur est strictement plus petite.

— On peut donc choisir w solution vérifiant |w| < |u|. On prend w' tel
que u = ww' et v = w'w et donc (w,w') fournit uRv.

Equation aux mots

: = Siu=st,w=1ts,v=s(ts)", alors on a bien uv = vw.

e : < On a tout d’abord u™v = v™ (uwv) = u™ low = ... = vw™. Soit

n Dentier tel que [u"~!| < |v| < |[u™|. On définit s et t par v = u""'s et
u™ = vt. On a (faire un dessin!) donc u = st, v = (st)""ls = s(ts)" L.
D’autre part, vw™ = u™v = vtv d’ott w" = tv = t(st)" s = (ts)". Et
donc w = ts.



3 Codes

REMARQUE 1 X 'Y ={2€%* | Ir € X,22 €Y}

1. On fixe n € N, on va faire une récurrence descendante sur k € [1,n].
- Sik=n.
e : = Sie e U,, prendre u = €.
e : < Les conditions impliquent u = € et donc € € U,.
— Sinon, soit 1 < k < n. Supposons 1’équivalence vérifiée pour les indices
kE+1,k+2,...n.
e : = Sie € U, alors par HR on a :

Jv € Upy1,3i,j > 0,0X' ' NX7 £P,eti+j+(k+1)=n

La condition vX? N X7 # () signifie vz = y,2 € X\, ety € XJ.

Comme v € U1, en appliquant la définition de U on a deux cas :

~ Siv € XUy : par définition on a donc Iz € X vérifiant zv = u €
Uy On a alors (faire un dessin!) uz = zy, donc comme uz € uX® et
zy € X9t onaalorsuXNXJ*t! £ (), avecen plus i+ (j+1)+k =
n. On a donc exhibé un u convenant.

— Siv e U, 'X. Alors Ju € Uy, vérifiant uv = z € X. Donc uy = 2z
et donc uX7 N X1 £ (. De plus j + (i + 1) + k = n. On a donc
exhibé un u convenant.

e : < Supposons Ju € Ug,.... Alors uzy ...z =y1...y; :

- S8ij=0,i=0et k=n impossible.

— Si|u| > |y1|, d’une part u = yyv, doncv € X U}, C Uy_1. D’autre
part y1vzy ... = y2...y;. Donc v X' NXI~1 £Qeti+j—1+
(k+1) =n. Par HR, € € U,,.

— Si |u| < |y1|, alors d’une part y; = wv donc v € U;'X C Uy,
et d’autre part uzi...z; = uvys...y; et en simplifiant par u;
Ty...T; =Yy ...y; donc X UvXI™1 #£Qet (j—1)+i+k+1=n.
Par HR, ¢ € U,,.

2. Montrons X code < aucun des U, ne contient €.

e : = Si X n’est pas un code, on a une égalité du type 21 ... Zp = y1...Yq
avec &1 # yi1, et on peut supposer |y1| < |z1|, i.e. 1 = y1u, donc
on a alors v € X 1X. Comme u # ¢, u € U;. Donc uzz...z, =
Y2 ...y, ou encore uXP 1 N X971 # (). D’apres la propriété précédente,
emUp+q—1.

e : & Sie €U, On prend k = 1 dans la question précédente. On trouve
u €U, i,jtlsquei+j+1=netuXNX £0.0ru €U, =
XX\ {¢} fournit zu = y avec z,y dans X et x # y. On en déduit
zyXiNzXI\ 0, i.e. yX' Nz X’ # ) et donc X n’est pas un code.

4 Mots de Lyndon
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