Logique Propositionnelle

1 Déduction naturelle

En déduction naturelle, on raisonne avec des hypotheses.
Au lieu du jugement F p, on utilise le jugement I" F p ou

— T est un ensemble de propositions qui sont les hypotheses ou antécédent.

— OnécritT',ptqgaulieu deTU{p} + ¢
et F p quand l'ensemble des hypotheses est vide.

- Tk pselit
— “de T on déduit p”
— ou “T infere p”

— ou “sous les hypotheses I" on a p”.

2 Les théorémes

Les théoremes sont les jugements de la forme - p qui peuvent étre déduits des axiomes et des regles.
On les trouvent donc & la racine d’un arbre de preuve.

3 Logique propositionnelle minimale

3.1 L’axiome de la logique propositionnelle minimale

Il n’y a qu’un seul axiome,
Lpkp

3.2 Les regles de la logique propositionnelle minimale

Il y a deux regles : introduction et élimination :
T,pkg

3.3 Preuve de K

pqkp
pFqg=p
Fp=q=p




3.4 Exercice

1. Prouver Hilbert_S.
2. Prouver B: (p=>q)= (r=p =>r=q

4 La logique propositionnelle

4.1 Les regles

Les regles sont deux types :

— regles d’introduction : un connecteur qui n’était pas présent apparait dans la proposition conséquente
sous la barre d’inférence.

— regles d’élimination : la proposition conséquente sous la barre d’inférence est construite en enlevant le
connecteur principal d’un des connecteurs conséquents d’un jugement au dessus de la barre.

4.2 La syntaxe
Il y a trois nouveaux connecteurs L, & et V.

— | est unaire et représente ’absurde,

— & et V sont bien connus et représentent la conjonction et la disjonction.

4.3 L’axiome pour |

Il n’y a qu’une reégle et c’est une regle d’élimination :
1
'kp

1 FE

4.4 Les régles du &

Il y a une regle d’introduction et deux regles d’élimination.
Tkp I'kgq
PEp&q
CFp&yq I'Fp&q

B & B,
&l T, SR

x‘\' ]

4.5 Les regles du Vv
Il y a deux regles d’introduction et une regle d’élimination.
_kp _hq
Y TkpVvyg T'kpVyg
TkFpVyg Cpkr Cgkr
Tkr
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