Lambda-calcul simplement typé

1 Introduction

1.1 Introduction au typage

Q et Y contiennent des termes qui s’appliquent & eux-mémes.
Le paradoxe du barbier est :

Pour éviter les paradoxes, on cherche a éviter de tels termes.
On va donc typer les termes.
C’est aussi bien pour la programmation.
1.2 Objectifs du typage
Le typage a donc deux objectifs :

— préserver la correction,

— préserver la terminaison,

En A-calcul la terminaison s’appelle la normalisation forte.

1.3 Notion d’ environnement

1l faut typer les variables libres, il faut donc faire des hypotheses sur les types de ces variables.
D’otl1 la notion d’environnement.
Un environnement est un ensemble d’association de types a des variables.

'=z:01,c,xp0p

1.4 Les types

Un jugement est affirmation du type o d’un terme M sous un certain environnement I :
'M:o

Les types sont
— soit des variables «a,

— soit des types applications o — 7.



1.5 Les regles
(Var) T,z:obz:0

x:ocF-M:71

(Abs) ' Xe:0M:0—T1

A I'FM:0—>T1 T'FN:o
(App) TFMN:7T

2 Exercices et théorémes

2.1 Exercices

Typez les termes
- B = \xyz.x(yz),

- I =)z.2,
- C = Azyz.zz2y,
- K = \zy.z,

- S = \yzxz(yz).
- II = (A\z.x)(Az.x).
- 22= (Mo f(f2) (M f(f2)).

A-t-on le méme type pour I (resp. 2) dans chaque cas?

Le systeme de types simples n’est pas assez général. Il ne permet d’affecter un type unique
a chaque terme.

2.2 Théoremes
‘SiF,:L':JI—M:TetF}—N:JalorsFI—M[$::N]:T‘

Démonstration : Par induction sur M.

3 Réduction du sujet

Lemme
La (-réduction préserve le type.

SiTHFM:ocetsi M —ﬁ> N alorsT'F N : 0.

Démonstration : Par induction sur la définition de M —13) N.

- M = Az : 7.Mq) M
Az :7.My)My:o vientdeT,z: 7 My :o0etde T F My : 7.
D’autre part N = M|z := M]
or d’apres le lemme I' - M [z := M>] : 0.

— M= Oz : .MM,
TE(A\x:7.M1)Ms :0 vientde D,z : 7 My :o0etde T F My : 7.
D’autre part N = Mz := Mo]
or d’apres le lemme I' - M [z := M>] : 0.



— MEM1M2 avecNENle et Ml —,8> Nl.

T'MvientdeI'M; :7—ocetlTFMy:T,
par induction ' Ny : 7 — o et donc ' F N1 M5 : 0.

SiTHFM:oetsi M —[3> N alorsT'F N :o.

Démonstration : Par induction sur la définition de M —,3> N.

- M=z :7.M)M,
TE(Ax:7.M1)Ms:0vientde D,z : 7 My :oetde T F M : 7.
D’autre part N = M;[z := My]
or d’apres le lemme I' - M [z := M>] : 0.

- M= Mljug avec N = N1M2 et ]\41 —ﬁ> Nl.

T'FMvientdeT'HFM,:7—>oetTF M, :T,
par induction T' - Ny : 7 — o et donc I' - N1 M5 : 0.

— Les autres cas sont similaires.

3.1 Commentaires

— Si un terme est d’un certain type, il n’en sortira pas par S-réduction.

— Si un terme a une forme normale et §’il a un type, alors sa forme normale a ce type.

4 L’isomorphisme de Curry-Howard

(Var) TDyx:otzxz:0 I,pkp
) e:obM: 1 I''ptkgq
(Abs) =T
'FXe:oM:0—>7 'kp=g¢q
'M:0—>r7 'EN:o 'kp=gq T'kp
(App) = F
'FMN: T I'kgq
Dans T+ M : o,

— M : est une annotation qui est le «terme de preuves,

— 0 peut-étre vu comme un type ou comme une proposition.

On obtient le tableau de correspondance :
types propositions
termes preuves
réduction | simplification des preuves
5 Normalisation forte

Définition :

Un terme M est fortement normalisable si toute suite de réductions M 5 M,

est finie.

Théoréme :
SiT'F 7 alors M est fortement normalisable.



