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1 Quelques modeles de calcul

On introduit dans ce chapitre les machines de Turing (voir cours de décidabilité),
les machines RAM, les algorithmes de Markov (cf décidabilité), les circuits
booléens.

1.1 Machines de Turing

La définition est ici d’'une machine de Turing déterministe a 1 ruban. On
signale I’équivalence avec les machines & plusieurs rubans, et aussi la possibilité
de se restreindre & un alphabet {0,1, B}

1.2 Machines RAM

DEFINITION 1
On dispose d’un alphabet (ai)isk et de registres. Les instructions autorisées sont
les suivantes :

1; Xadd; Y, j€{1,...k} (concaténer au mot de Y la lettre a;).
2 X del Y (effacer le premier caractére du mot contenu par Y).
3 X clr Y (effacer le contenu de Y, c’est & dire le remplacer par €).

4 X Z+ Y (substituer au contenu de Z le contenu de Y ; Y n’est pas modifié).
5 X jmpN (aller & la ligne de nom N).

6; X Yjmp;N (sile mot contenu par ¥ commence par a;, aller & la ligne N).
7 CONTINUE (ne rien faire).

X est un numéro de ligne, Y et Z des registres, N est un nom de ligne: N, (avant
la ligne), Np(apres la ligne).

DEFINITION 2
Un programme RAM est la donnée d’un nombre fini de registres et d’une

liste finie d’instructions cohérentes avec une derniére instruction qui est de type
7.

DEFINITION 3
Une fonction est RAM-calculable §’il existe un programme RAM qui calcule
f(u) (qui inscrit sur R; & la fin et termine) ssi u € Dom(f) ; sinon elle boucle.

PROPOSITION 1 Les fonctions RAM calculables sont les fonctions Turing-
calculables.



1.3 Algorithmes de Markov

On redonne la définition :

DEFINITION 4

Un algorithme de Markov est la donnée d’un certain nombre de regles,
données dans un ordre défini, et que ’on manipule d’une certaine fagon (facteur
le plus & gauche, regle la plus petite).

Plus formellement, un algorithme de Markov sur un alphabet fini ¥ est une
suite finie de regles (ou productions) de la forme p; — ¢; ou p; —) ¢; (t pour
terminal). On transforme un mot en son sucesseur par essai de “matching” des
regles en partant par la regle de numéro plus petit. Si elle est étiquetée par
(t), Palgorithme termine. Sinon, on réessaie les régles (toujours en partant de la
régle 1). L’algo termine aussi si plus aucune régle ne peut plus s’appliquer.

PROPOSITION 2 Les fonctions MT-calculables sont les fonctions Markov-
calculables.

1.4 Circuits booléens

On choisit les formules contruites sur {—,V,A}. On étudie les fonctions
booléennes: {0,1}" — {0,1}. Le probléme c’est que pour étudier une calcu-
labilité, on dispose de fonctions de {0,1}* — {0,1}. On va donc étre amené &
considérer une famille de circuits.

DEFINITION 5

Un circuit booléen est la donnée d’un graphe fini acyclique, avec V' ’ensemble
des portes : une porte est de type 0, 1, z; (entrée), =, A ou V. La porte n + g est
la porte de sortie, de degré sortant 0. On associe a un circuit la fonction qu’il
calcule.

DEFINITION 6

La taille d’un circuit est son nombre de portes (cf complexité en espace); la
profondeur d’un circuit est la longueur d’un plus long chemin (cf complexité
en profondeur).

PROPOSITION 3 Pour toute fonction booléenne n-aire, la taille minimum
d’un circuit qui calcule f est strictement inférieure a 2712,

PROPOSITION 4 Pour tout n > 2, il existe une fonction booléenne f telle
n

que aucun circuit calculant f ne soit de taille inférieure o o
n

PROPOSITION 5 Tout langage (ne contenant pas €) sur {0,1} est décidé par
une famille de circuits booléens.

REMARQUE 1 Le probléme c’est que ’on ne veut pas récupérer les langages
non récursifs.

DEFINITION 7
On dit qu’une famille (C,,) de circuits est polynémiale si il existe p un po-
lynéme tel que pour tout n, la taille de Cy, soit inférieure & p(n).



REMARQUE 2 La encore il y a un probléme car il y a des langages non
décidables qui sont décidés par des familles polynémiales de circuits.

DEFINITION 8
On dit qu’une famille de circuits (C,) est uniforme si il existe une machine de
Turing qui sur Pentrée 1™ sort le codage de C,.

REMARQUE 3 Cette fois on récupere bien les fonctions Turing-calculables,
mais on n’a plus une notion intrinseque.

1.5 Complexité en temps et espace des modeles Turing,
Markov et RAM

On donne les définitions pour Turing, elles seront similaires pour les autres
modeles.

DEFINITION 9 (TEMPS)

Soit u une entrée pour une MT M, on désigne par Th(u) (complexité en
temps sur ’entrée u le nombre de pas de calcul sur I’entrée v augmenté de
|U| lorsque M s’arréte sur u. Sinon, T (u) n’est pas définie.

DEFINITION 10 (ESPACE)
Sur l’entrée u, si M s’arréte, on définit Sxq(u) (complexité en espace) comme
le nombre de cases visées par la téte du calcul.

REMARQUE 4 On considére selon les cas que I’entrée elle-méme est visée, ou
bien on ne la compte pas (ex: LOGSPACE).

Comme ’on cherche & exprimer une hiérarchie entre les machines de Turing
(c’est a dire classer des “puissances” indépendantes de 'entrée), on définit :

DEFINITION 11
Timep : N = Nyn = Timep(n) = Max{Tym(uw)/ |u| = n}

DEFINITION 12
Spacer : N = Nyn — Spacer(n) = Maz{Sm(u)/ |u| = n}

DEFINITION 13
La classe de complexité en temps (resp. en espace) exprimée par f est
Pensemble des langages décidés par une MT (déterministe ou non) opérant en
temps (resp. en espace) f: on note DTIME(f) (resp. DSPACE(f)) pour les
machines déterministes, NTIME(f) (resp. NSPACE(f)) pour les machines
non déterministes.



2 Isomorphisme de Rogers

DEFINITION 14
Par systéme acceptable de programmation on entend :

1. énumération de N dans N incluant toutes les fonctions ppr.
2. existence d’un algorithme universel, c’est-a-dire u tel que:
pu(< 0,5 >) = ¢i(4)
3. existence d’un théoréme s-n-m:
Pi(< 1y Ty Y1y o 5 Yn >) = Pam(ay, o) (K Y1y oo Yn >)
PROPOSITION 6 Pour tout indice k, il existe j # k, 0; = ¢k

PROPOSITION 7 II existe une fonction récursive p telle que :
- Vi,z,x — p(< i,z >) est injective.
- Vi,z,p; = Pp(<iyz>)
PROPOSITION 8 Si (p;) et (¢;) sont deuz sap, alors il existe des fonctions

totales récursives g et k, telles que, pour tout i, on ait: o; = gy et i = Pp)-

PROPOSITION 9 Soient (@;) et (¢;) deuz sap. Alors il existe des fonctions g
et h récursives totales telles que:

- ¢g(0) > 0, h(0) > 0.

— g et h sont strictement croissantes.

= i = Py(i) et i = Qng)-

Ces propositions sont le cheminement vers le:

THEOREME 1 Soient (@;) et (;) deuz sap. Alors il existe une fonction f
totale récursive bijective telle que:

i =Py et i = pp-1(p)-

3 Classes de complexité Turing (1) : P, NP, EXP-
TIME, P-complet, NP-complet

3.1 Théoréemes de compression et d’accélaration linéaire

THEOREME 2 (COMPRESSION) Sic € RY*, si s est une fonction N — N,
alors SPACE(s(m)) = SPACE(c.s(m)).

THEOREME 3 (ACCELERATION LINEAIRE) Soitc € Rt*. Si L est décidé

t
par une MT (& 2 rubans au moins), en temps t(n) et si Lim Inf % = 00,
n—0o0

alors L est décidé par une machine en temps c.t(n).

REMARQUE 5 Lim Inf tr) désigne lim Inf{@,
n n—+oo n

n—oo

t(n+1)
TR



3.2 Classe P

P=|JTIME(n")
k>0

Notion de réduction polynémiale:

DEFINITION 15

Si A et B sont deux langages sur ¥, on dit que A se réduit polynomialement
en B et on écrit A < B sit il existe une fonction totale récursive f : ¥* — ¥*
calculable en temps poynomiale et telle que u € A < f(u) € B.

FAIT 2 < est un préordre (relation réflexive et transitive).

3.3 Classe NP

NP = | | NTIME(nF)
k>0

C’est la classe des langages décidés en temps polynomial par une machine
non déterministe de complexité polynomiale.

DEFINITION 16

Une machine de Turing non déterministe se construit de la méme facon
qu’une MT classique, sauf que la fonction de transition choisit la lettre et le
nouvel état dans un ensemble fini.

PROPOSITION 10 Toute machine de Turing non déterministe M (temps =
t(n)) peut étre simulée par une machine déterministe M' (temps 20(™) ),

PROPOSITION 11 L € NP ssi il existe un langage L' € P, et un polynéme
p, tels que:
L={z/3y,<z,y>eL et |y <p(z|)}

DEFINITION 17
L est un langage NP-complet ssi:

1. Le NP

2. VL' € NP,L' < L' au sens de la réduction polynomiale.

DEFINITION 18
L est un langage C-complet ssi:

1. LeC

2. VL' € C, ! < L' au sens de la réduction polynomiale.



Voici des exemples :

DEFINITION 19
PfP est défini par: On se donne:

— Un ensemble fini C' de couleurs qui contient une couleur particuliere, la
couleur blanche;

— une collection de tuiles 7 (contenue dans C*) qui contient une tuile parti-
culiere, la tuile blanche;

— un entier n < |C.

Alors existe-t-il un pavage fini, valide (les couleurs identiques se touchent) du
plan, non trivial, de taille inférieure & n x n?

PROPOSITION 12 PfP € NPec.

REMARQUE 6 On obtient ce résultat directement & partir des machines de
Turing, en obtenant des tuiles de couleur & partir des états, et un pavage a aprtir
des configurations successives de la machine.

DEFINITION 20

Soit une machine déterministe M, un entier ¢ tel que t < |Q am|. Existe-t-il un
calcul acceptant de M sur 'entrée ¢, en temps < ¢? On note Lypra le langage
qui code ce probleme.

PROPOSITION 13 Lyprar est dans N Pe.

3.4 NPNCoNP

DEFINITION 21
Lprem est le langage qui code le probleme:

— n entier.

— n est-t-il premier?
PROPOSITION 14 L,.e, € NPNCoNP.

REMARQUE 7 On ne sait toujours pas si Lyrem € P ou si Lprem € N Pe.

3.5 Langages P-complets

Les langages de P sont équivalents modulo la relation d’ordre induite par
<. Pour établir une hiérarchie et parler de langage P-complet, on a besoin de
la notion de réduction en espace logarithmique:

DEFINITION 22
A < B (A se réduit logarithmiquement en B) ssi il existe une fonction
f totale calculable en espace logarithmique de ¥* dans ¥* telle que u € A &

f(u) € B.



PROPOSITION 15 <, est un préordre.

DEFINITION 23
L est P-complet si L € P et tout langage L' s’y réduit en espace logarithmique :
L' <p L.

1l existe des langages P-complets:

EXEMPLE 1 On se donne X un ensemble fini, R une relation (R C X x X x
X ), et X4, X; deuz sous-ensembles de X. La question posée est: X; contient-t-il
au moins un élément du plus petit ensemble A C X tel que:

- Xs gA;
- siy,z€ Aet<uz,y,z>€ R, alors x € A.

Le langage codant ce probléme est SPS.

PROPOSITION 16 SPS est P-complet.

4 Classes de complexité Turing (2) : LOGSPACE,
NLOGSPACE, PSPACE, PSPACE-complet

4.1 Définitions

On considere les machines & 1 ruban d’entrée de pure lecture et ’espace est
évalué sur les rubans de travail.

DEFINITION 24
Etant donnée une MT M de caractéristiques ci-dessus, sa complexité en es-
pace est le nombre de cases visitées au moins un fois par la téte.

DEFINITION 25
Une machine M est de complexité en espace bornée par f : N — N si pour
(presque-) tout n, SPACEn(n) < f(n) (ou O(f(n)).

DEFINITION 26
On dénote:

SPACE(f(n)) = {L/3M déterministe qui décide L et de complexité f(n)}

NSPACE(f(n)) = {L/3AMMTND non déterministe qui décide L et de complexité f(n)}
— d’ot LOGSPACE,NLOGSPACE ...
~ PSPACE = | | PSPACE(n*).

k>0

NSPACE = | | NSPACE(n").
k>0



Quelques exemples :
EXEMPLE 2 SAT peut étre décidé en espace O(n), appartient donc ¢ PSPACE.

DEFINITION 27

Soit G un graphe & n sommets. x, y sont deux sommets, existe-t-il un chemin
entre x et y? L,y est le langage codant ce probleéme. Les données sont les
sommets de 1 & n, la matrice du graphe représentée par ses lignes successives
(mots sur {0,1} de longueur n), et les deux sommets z et y.

PROPOSITION 17 Luy € SPACE(log(n)?).

4.2 Théoréme de Savitch

THEOREME 4 Soit [ : N = N complétement constructible en espace et telle
que f(n) > log(n). Alors:

NSPACE(f(n)) C SPACE(f(n)?).

REMARQUE 8 “Complétement contructible en espace” signifie qu’il existe
une machine de Turing qui sur toute entrée n occupe exactement f(n) cases.

COROLLAIRE 1 NSPACE = PSPACE.

A ce stade, on a:

LOGSPACE C NLOGSPACECPC NP CPSPACE =NSPACE

4.3 1l existe des langages PSPACE-complets

DEFINITION 28
A est PSPACE-complet si A € PSPACE et tout autre langage de PSPACE
s’y réduit polynomialement en temps.

DEFINITION 29

Une formule QBF (totally quantified boolean formula) est une formule du type
Q121Q2xs ... Qrr, ®(21,... ,2,). Les Q; € {3,V} et les variables de & sont
toutes dans les champs des quantificateurs. TQBF est le langage des f{QBF
“yraies”.

PROPOSITION 18 TQBF est un langage PSP ACE-complet.

5 Relations entre classes de Complexité Turing

5.1 Quelques relations
THEOREME 5 On a les relations générales suivantes :

1. Si L € TIME(f(n)) alors L € SPACE(f(n)).

10



2. Si L € SPACE(f(n)), si f(n) > log(n) et si f est totalement construc-
tible en espace, alors il existe une constante ne dépendant que de L telle
que L € TIME(cf(")).

8. Si L € NTIME(f(n)) alors il existe une constante cr, > 0 telle que
L€ TIME(cf™).

5.2 1l n’existe pas de classe “maximum?”

THEOREME 6 Soit f une fonction totale calculable. Il existe un langage récursif
L qui n’appartient pas o TIME(f) et il existe un langage récursif L' qui n’ap-
partient pas ¢ SPACE(f).

5.3 Hiérarchie déterministe en espace

THEOREME 7 Soit so (n) une fonction totalement constructible en espace, et

s1(n) une fonction telle que s2(n) > s1(n) > log(n) et Lim Inf s1(n) =0,
n—00 Sg (n)

alors :

SPACE(s1(n)) € SPACE(sy(n))
5.4 Hiérarchie déterministe en temps
THEOREME 8 Soient t1(n) et ta(n) des fonctions N — N telles que ta(n) >
ti(m)1og(t1 () _ o 41

t
t1(n) > n et aussi telles que Lim Inf —
n—o00 to (n)

TIME(t:(n)) G TIME (t2(n))

DEFINITION 30
Une fonction “super polynomiale” est une fonction non décroissante de N

dans N telle que:
k

n
Lim Inf —— =0
n—00 f(n)

En corollaire au théoréme précédent, on obtient :
PROPOSITION 19 Pour toute fonction f super polynémiale, on a:
- PCTIME(f(n))
-~ PSPACE C SPACE(f(n))
On prouve par ailleurs que EXPTIME # PSPACE, et finalement :

PRrROPOSITION 20

- PC EXPTIME = | TIME(2"")
k>0

- LOGSPACE C PSPACE C EXPTIME

11



6 Machines de Turing avec oracle, hiérarchie po-
lynomiale

6.1 Machine de Turing avec oracle

DEFINITION 31 (MT AVEC ORACLE)

C’est une machine de Turing (déterministe ou non), a laquelle on ajoute 3 états:
g7 qui sert a interroger 1’oracle, g,y; €t gnon qui représenteront la réponse de
loracle. On se donne également un langage A auquel sera réservé un ruban de
la machine. L’oracle dira “oui” si le mot de ce ruban & l'instant de la question
est dans le langage A, il dit “non” sinon (et ceci en 1 seul pas de calcul!)

NOTATION : on note L(M, A) ou L(M*) le langage reconnu par la machine
M avec A comme oracle.

Comme langage d’oracle, on prend uniquement les langages récursifs, sinon
on pourrait récupérer des langages non récursifs, ce qui n’est pas raisonnable!

6.2 P=NPouP#NP?
THEOREME 9 Il eziste un oracle A tel que PA = NP4

REMARQUE 9 Pour la preuve, on utilise un langage PSPACE complet, et
on utilise le fait que NSPACE = PSPACE.

THEOREME 10 II eziste un oracle B tel que PB # NPB.
REMARQUE 10 Ici la démo est sensiblement plus difficile!
REMARQUE 11 Dommage!

6.3 Notion de réduction Turing

DEFINITION 32

Etant donnés 2 langages A et B (sur un alphabet X), on dit que A est Turing-
réductible en B et on note A <7 B si il existe une machine de Turing déterministe
de complexité en temps polynomiale qui décide A avec l'oracle B.

FAIT 3 <y est un préordre.
PROPOSITION 21 A<B=A<rB

REMARQUE 12 Si A <7 alors:
— B récursif = A récursif.

— B réc. énum. = A réc.énum.

FAIT 4 Ona A < A. On ne sait pas si A < A. Par contre, si NP # Co—NP,
alors SAT £ SAT.

12



DEFINITION 33 (CLOTURE)
On dit que C est close par < si la classe vérifie:si L € C et L' <t L, alors L' €
C

PROPOSITION 22
— P et PSPACE sont closes pour <.
— NP =CoNP ssi NP est close pour <.

6.4 Classes relativisées de P et de NP

DEFINITION 34
— A étant un langage, P4 = {L € P, décidés avec I'oracle A}

— de méme, NPA = {L € NP, décidés avec l'oracle A}

— de méme avec une classe C quelconque.

PROPOSITION 23 (FACILES)

- Ae NP4;

- AePB=> AeNPB;

- Ae NPB= Ae NPB;

- Ae NPP et Be P = Ae NPC.
Par abus de langage, on a noté A pour {A} dans la proposition précédente.
PRrRoOPOSITION 24

- NPP =NP;

- NPPSPACE — PSPACE.

6.5 Hiérarchie polynémiale, V1
Il s’agit de la famille (AP, ¥P 1I7),,>o avec:

S AP=SE=TE =P

NOTATION : On note PH = | | ¥5.
n>0

REMARQUE 13 X7 = NPP = NP, II} = Co-NP,A} =P

PROPOSITION 25 Vn > 0,52 UIIE C AP, CXF NI ,.

13



REMARQUE 14 On obtient donc une hiérarchie que I’on visualise habituelle-
ment par des patatoides enlacés.

THEOREME 11 PH = PSPACE

REMARQUE 15 La portée de ce théoréme est tres importante !

6.6 Hiérarchie polynémiale, V2

Soit 2 un mot, R(z) une propriété sur les mots, p(n) un polynéme:

DEFINITION 35
— M)z R(x) signifie qu’il existe un mot z, |z| < p(n), qui satisfait R(x).

— YP("zR(z) signifie pour que tout mot z, tel que |z| < p(n), on a R(z).

DEFINITION 36
Soit C une classe de langages, 3C désigne la classe des langages A pour lesquels
il existe B € C tel que:

reAe Py« s y>eB

DEFINITION 37
Soit C une classe de langages, VC désigne la classe des langages A pour lesquels
il existe B € C tel que:

TEAS ‘v’”(‘zl)y(< z,y >€EB

THEOREME 12

~3IP=NP=3¢

~ VP =Co-NP=TI"

- (k>0),35% =x¥

- (k>0),VII; =1I};

- (k>0),30} =%7

- (k>0),vx} =11} _,
REMARQUE 16 Donc les 2 hiérarchies sont les mémes!
THEOREME 13

—~ A e X} ssiil existe B € P et p(n) un polynéme tels que:

r€EAS EI”'z‘yle'z'yz .. .Qp|z|yk(< T, Y1,--- ,Yk >€ B),
ot QQ =V si k pair, 3 sinon.

— résultat analogue pour TI%.

14



6.7 Résultats généraux sur les 2 hiérarchies

THEOREME 14 i il existe k tel que % = TI%, alors Vj > 0, Y =1

REMARQUE 17 Ce théoréme se montre par récurrence sur k.
COROLLAIRE 2 3k >0,P =% #3F = P#£NP
COROLLAIRE 3 P# NP & P # PH.

THEOREME 15 PH = PSPACE = 3k, %%, =35,

6.8 Intéréts (!?) de la hiérarchie polyndmiale
6.8.1 Sa grande ressemblance avec la hiérarchie mathématique

— Le probleme de ’arrét donne un exemple de langage récursivement énumérable
non récursif : ).

— le probleme de P’arrét des MT avec P'oracle ¢!, donne existence d’un
langage énumérable avec ') mais non récursif avec () : p(2),

D’ott une hiérarchie que I'on peut présenter autrement :

DEFINITION 38
— Une relation R (C (Z*)*) est dite récursive si Lg = {< z1,...,7% >
/R(z1,...,2k)} est récursif.

— Vk > 0, on définit X}, comme la classe des langages L pour lesquels 3 une
relation (k+1)-aire R récursive telle que: L = {z/3x1,Vz2, ... Qrzr R(z, 21, ... ,xk) }

REMARQUE 18 % est I’ensemble des fonctions récursives; ¥; ’ensemble des
fonctions récursivement énumérables.

PROPOSITION 26 Si on note II, = Co-4, on a:
- Vk > 0,3 un langage dans I \ Xy ;
- Vk > 0,3 un langage dans Xj, \ Iy, ;
- Vk 20,8, Ul C Egy1 Ullgyr;

- Vk 20,5 # Zgq1-

6.8.2 Il existe des probléemes “naturels” dont les langages associés
sont dans les différents niveaux de la hiérarchie

EXEMPLE 3 CIRCUIT MINIMUM :
— Soit C un circuit booléen.

— Est-il minimum, au sens qu’un circuit ayant moins de portes ne peut cal-
culer la méme fonction.
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PROPOSITION 27 CM € M. On ne sait pas s’il appartient d un niveau
inférieur, ni s’il est I15-complet.

EXEMPLE 4 GRN:

On dit qu’un graphe G = (V,E) est k-coloré si il est associé 4 une fonction
E —{1,...,k}. Pour k > 0, on définit Ry, (nombre de Ramsey) comme l’entier
n minimum tel que tout graphe complet 2-coloré de taille n contienne une clique
monocolore de taille k. On sait que Ry, existe.

GNR : probléme des nombres de Ramsey généralisés. Soit un graphe complet
G = (V, E) partiellement 2 coloré: C : E — {0,1,x}, et soi k > 0. Est-il vrai
que YC' : E — {0,1} tel que C'(e) = C(e) si c(e) # *, il existe une clique
monocolore de taille k?

PROPOSITION 28 GRN est I15-complet.
REMARQUE 19 On le démontre en le réduisant & partir de 3 — SAT,.

EXEMPLE 5 SAT :
Pour k > 1, généralisons SAT. Si X est un ensemble de variables, T : X —

{0,1}.
Soit X1,..., X} des ensembles de variables, et ¢ une formule booléenne. Est-il
vral que :

37’1 : X1 — {0,1},V7‘2 : X2 — {0,1},. . .Qka :Xk — {0,1},90‘” =17
THEOREME 16 Vk > 1, SAT}, est X7-complet.

COROLLAIRE 4
~Vk>1,2—-CNF — SAT}, est X} -complet pour k impair ;
- Vk>1,3—-CNF — SAT}, est II} -complet pour k impair ;

DEFINITION 39
Quelques nouvelles classes de complexité:

nk
- 2-EXP=JTIME(2®"))
k>1
— ELEM est la réunion des langages sont la complexité s’écrit sous forme
d’une tour finie d’exponentielles.
PROPOSITION 29 Les probléemes d’équivalence des expressions rationnelles

sont partout dans la hiérarchie :

- Véquivalence sur (+,-,*) est PSPACE-complet;

Péquivalence sur (+,-) est Co-NP-complet ;

(
Uéquivalence sur (+,-,%,%) est EXPSPACE-complet ;
Uéquivalence sur (+,-,2) est Co-NEXPSPACE-complet;

Uéquivalence sur (+,-,%,2,-) ot — est le complémentaire appartient d
ELEM ;
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7 Quelques résultats généraux. Une idée d’une
théorie axiomatique de la complexité

Dans ce chapitre on donne des idées de preuves pour le cas de ’espace
déterministe , mais des résultats similaires existent pour le cas du temps, et
aussi pour le cas non déterministe.

7.1 Théoréme de la lacune

THEOREME 17 (LACUNE) Soit g : N — N une fonction totale récursive,
vérifiant Vn, g(n) > n. Alors il existe une fonction s totale récursive telle que

SPACE(s(n)) = SPACE (g(s(n))).

REMARQUE 20 Cela veut dire qu'’il existe un fossé entre les limites de la
hiérarchie.

7.2 Théoréme d’accélération de Blum

THEOREME 18 Soit r une fonction totale récursive. Il existe un langage L
récursif tel que pour toute machine de Turing M; qui le décide, il eriste une
machine M qui le décide et telle que: r(sj(n)) < si(n) presque partout.

7.3 Théoréme de 1’union

THEOREME 19 Soit (fi(n)) s, une famille récursivement énumérable de fonc-

tions récursives (c’est-a-dire qu’il existe une machine de Turing qui énumére les
machines M; qui calculent les f;). On suppose aussi que Vi,VYn, f;(n) < fiy1(n).
Alors il existe une fonction récursive s telle que

SPACE(s(n)) = | J SPACE(fi(n)).

i>1

REMARQUE 21 En particulier PSPACE est une véritable classe de com-
plexité, i.e. qu’il existe une fonction dont elle est la classe de complexité ...

7.4 Mesures de complexité abstraites

DEFINITION 40
Soit (p;) un systeme acceptable de programmation. Une énumération (¥;) de
fonctions Turing-calculables définit une mesure de complexité pour le systeme
(vphi;) lorsque:

1. Vi,Vz, ®;(x) est définie ssi p;(x) lest;

2. Pensemble {< 4,2,y > |®;(x) < y} est récursif.

EXEMPLE 6 (CANONIQUE) Soit (¢;) un systéme acceptable de program-
mation. Il a une fonction universelle u. On considére l’ensemble A = {< i,j >
| u(< i,j >) est défini}. A est récursivement énumérable donc il existe B
récursif tel que < i,j >€ A ssi I, < i,j,t >€ B.

Alors ®;(j) =Min{ ¢t | < 4,j,t >€ B} est une mesure de complezité sur (y;).
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THEOREME 20 (RELATIVISATION) Soient (;) et (1;) deuz systémes ac-
ceptables de programmation. Soit t une fonction totale récursive qui permet la
traduction de l'un dans Uautre (il en existe une bijective). Soient (®;) et(¥;) des
mesures de compelzité associées. Alors il existe une fonction r totale récursive
telle que pour tout i on ait presque partout :

Bi(z) <r( <z, Ty (x) >) et Ty (x) <r( <z, ¥i(z)>)

REMARQUE 22 Par exemple, on sait comparer polyndmialement les machines
de Turing et les machines RAM.
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