Réécriture

Réductions abstraites

1 Quelques rappels et notations

Si R et T sont deux relations binaires sur A notées de fagon infixée (c-a-d,
z R y). On définit

—x RT yssiil existe z tel que x R z et z T y.

~ R" par R® = {(z,z) | z € A} et R"*' = RR" (donc R'! = R).

- RCTssiz Ryimplique z T y.

-z (RUT)yssiz Ryouz T y.
Une relation est transitive si z R y et y R z impliquent = R z.

La fermeture transitive de R est la plus petite relation transitive qui contient
R.

2 Relations et clotures

Souvent la relation R est notée —
— R7! est la relation converse {(y,z) € A x A | (z,y) € R}, aussi notée
est la cloture symétrique, c’est la relation — U ~= -

est la cloture réflexive, symétrique et transitive de R

est la cloture symétrique et transitive de —

R . . . 0
est la cloture réfle xive, c’est la relation = YU e s

S B A

chant que —;> est I’égalité (c’est-a-dire que x _= . y ssi x=y ou
R
X o y).

En A-calcul,

* 7
- ———> estnoté —— |

* 7
— =<——= est notée =<— .

C’est culturel !



3 Diverses confluences ; notion de paire joignable

— Une relation R sur A est confluente si
(VM, Ny, Ny € AYM —R> N &M —R> N,
=

autrement dit M — 3P M Ny

* * * *
N. P
— Une relation R sur A est semi-confluente si
(VM,Ni,N2 € A) M —— Ni&M —R> N»
=

(EPGA) Ny % P & N> % P

autrement di — 3Jp N N»
— Une relation R sur A est localement confluente si
(VM,Nl,NQEA) M —R> N1 &M ? Ny

=
(3P€A) Ny —— P&N» —— P

autrement dit M — 3p Ny Ny
7N A
N. P
— Une paire de terme (N1, N3) est joignable, notée Ny | N5 si
d’ou
— confluence : M —R> N &M —R> Ny=Nj | No,
— semi-confluence : M — N &M —*> Ny=N; | Ns.
— confluence locale : M — N1 &M — No=N; | No,

NN N

N T Ty
confluence semi-confluence confluence locale
* N . .
----------- > est une fleche existentielle.



4 Propriété de Church Rosser

DEFINITION : N} % Ny=-N; | N, signifie que R a la propriété de Church

Rosser.
THEOREME :
*
Ny
Les conditions suivantes sont
équivalentes
— R est confluente,
— R est semi-confluente,
— R ala propriété de Church-Rosser
PREUVE :

— Church-Rosser = confluence = semi-confluence
- |Semi—c0nﬂuence = Church-Rosser

. . *
Par induction sur la longueur de <=—— .
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5 Reéductibilité, forme normale

A partir de maintenant on laisse tomber les R s’il n’y a pas d’ambiguité.
— x est réductible ssi il existe un y tel que t —— 1y,
— x est irréductible ssi x n’est pas réductible,

— y est une forme normale de z ssi & ——> y et y est irréductible.
Si la forme normale est déterminée de fagon unique on la note z /.



6 Terminaison, convergence, normalisation

6.1 Définitions

— Une relation R termine ou est noethérienne ssi il n’existe pas de suite infinie

0 R 1 R n R n+1
— Une relation est convergente si elle et est

— Une relation est normalisante si toute élément a une forme normale.

6.2 Quelques faits

— Si ——= est confluente, chaque élément a au plus une forme normale.
— Si ——= est confluente et normalisante, chaque élément a une forme
normale unique.

6.3 Preuve d’égalité par normalisation

Si —— est confluente et normalisante, alors z <—= y < zl=yl

Fort bien, mais y a-t-il un moyen simple
1. de calculer ces formes normales ?

2. de savoir si une relation est normalisante ?

7 Induction noethérienne

DEFINITION

zn) (eeA(Wyed s ——~ y=Py) =Pl)
(Va € A)P(a)

RESULTAT

‘ (IZN) est satisfaite sur A si et seulement si —— termine.

8 Notion de branchement

— Une relation est a branchement fini ssi pour tout z il n’y a qu’un nombre
fini de y tels que x —— y.
— Une relation est globalement finie ssi pour tout z il n’y a qu’un nombre

fini de y tels que z Tt Y.

— Une relation est acyclique ssi il n’y a pas d’élément a tel que a —*. a



8.1 Résultats

- ‘ Une relation & branchement fini est globalement finie si elle termine ‘

Démonstration (par induction noethérienne) Soit SD(a) = {z €
Ala — =z}.
Soit S(a) ={x € A|a . z}.
Considérons la propriété «S(a) est fini».
Supposons que pour tout b tel @ ——= b on ait «S(b) est fini», donc
puisque

S(a)= |J S(®)uSD(a)

beSD(a)

S(a) qui est une réunion finie d’ensembles finis est finie.
En application de (ZN ), pour tout a € A, «S(a) est fini».

- ‘ Une relation acyclique termine si elle est globalement finie.

Démonstration (par ’absurde) Soit —— une relation acyclique.
Supposons qu’ elle ne termine pas, alors il existe une suite

g —= L1 —= +..Tp —> Tp4l---

Puisque la relation est acyclique, les éléments sont tous différents.

Donc S(zg) est infini et la relation n’est pas globalement finie.

9 Lemme de Koenig

RESULTAT :

Un arbre & branchement fini est infini si et seulement si il contient un chemin infini.

10 La suite de Goodstein

Considérons la décomposition en base k d’un nombre.

Ainsi la décomposition en base 3 de 93 est 33+! + 32 + 3.

Soit deux nombres n et k, on pose ng = n.

On passe de ny a ngy1 de la fagon suivante : on pose my = ng — 1. Dans
la, décomposition en base k de mj; on remplace toutes les occurrences de k par
k + 1, on obtient njy1.

Ainsi si ny = 15 alors my, = 14 = 221 4+ 22 + 2

nz = 3%+t +3% + 3 =93,

ng = 4411 44 42 =1282,

ns = 5°T1 + 5% + 1 = 18751,

ng = 6511 + 6% = 326592,

ny =7+ ey



TN40000 = 4000040000+1 + ...

Le processus termine, il existe un entier p tel que n, = 0 La preuve n’utilise
pas 'arithmétique classique.

11 Les fonctions croissantes

Soit (4, —— )

On connait (B, >) est noethérien et ¢ : A — B telle que z —— y implique
o(z) > ¢(y).

Le plus souvent on prend (B, >)=(IN, >).

THEOREME

‘ Une relation & branchement fini termine si et seulement si elle est plongeable dans IN.

12 Composition lexicographique

12.1 Composition lexicographique de deux ordres

Soient deux ordres (Ay,>1) et (Az,>3).

On définit U'ordre >1 Xje, >2 sur Ay x A,y, par
(a17a2) >1 Xiex >2 (bl,bQ) ssi

- a1 >1 b

— ou a; =1 by et as > bs.

RESULTAT

‘Si >1 et >9 terminent alors > X, >o terminent. ‘

12.2 Composition lexicographique de n ordres

Soient (A, >n), -, (A1,>1), (Ao, >0) des ordres.
Soit An+1 = An+1 X An
et AO = Ao.

On définit 'ordre >* sur A, ainsi :

— >keT est >,

- Si (2,%), (y,¥) € Ang1 x Ay, alors (z,%) >, (y,y) ssi
— X >npn1 Y,
~ouz=yetx >y,

RESULTAT

Si les ordres (A, >p), -, (A1,>1), (Ao, >0) terminent alors (A,,, >**) termine ‘




12.3 Ordres stricts et lexicographie

Un ordre strict est une relation et

RESULTAT : | Si les ordres (An, >n), -y (A1,>1), (Ao, >0) sont stricts alors (A, >*) est strict.

12.4 Attention a la lexicographie!

La composition lexicographique se fait sur des relations et peut donner des
résultats surprenants.

Sur IN x IN,

>IN Xlez ZIN = 2N Xiez U
ol U est la relation universelle {(z,y) | z € IN & y € IN}.

FaArIT :

Pour tous m, n, p, on a donc (m,n) >N Xiee >N (M, P)-

12.5 Produit lexicographique d’ordres

Pour définir le produit lexicographique d’ordres on définit
1. le produit lexicographique de leur partie stricte!,
2. la cloture réflexive de ce produit,

ou encore directement

(z,y) >axs (@',y") ssi (z>ay)Vz=2 & y>pY).

13 Multiensemble

13.1 Définitions

— Un multiensemble M sur A est une fonction M : A — IN.
on peut s'imaginer qu’il s’agit d’«ensembles» ol la répétition
d’éléments est autorisée, M (z) est le nombre de répétitions de = dans M.
— Un multiensemble est fini si {z € A | M(z) # 0} est fini.
— On note M(A) l’ensemble des multiensembles finis sur A.
— La notation standard est {a,a,b}, pour {a — 2,b+— 1,c+— 0}.

13.2 Opérations sur les multiensembles

z € M ssi M(z) >0

M D N ssi (Ve € A)M(z) < N(x)

(MUN)(z) = M(z) + N(z)

(M — N)(z) = M(z)=N(x) ot m—n = maz(m — n,0).

11a partie stricte de > est 1’ordre défini par x > yssiz > y&x # ¥y



Dans la suite, on prend des multi-ensembles finis.

13.3 Ordre multiensemble

Soit > un ordre strict sur A.
L’extension multiensemble >,,,;; sur M (A) est définie par

il existe X et Y tels que
~0#XCMet

- N=(M-X)UY et
- (WeYV)FAzeX)z>y

M > N ssi

13.4 Propriété de ’ordre multiensemble 1

RESULTAT :

Si > est strict sur A, alors >, est strict sur M(A). ‘

Démonstration :
1. irréflexivité facile .

2. transitivité facile.

13.5 Propriété de ’ordre multiensemble II

RESULTAT :

‘Si > termine, alors >, termine. ‘

Démonstration

— Puisque A est plongé dans M(A) par a — {a}, clairement la terminaison

sur M(A) implique celle sur A.

— Réciproquement, supposons que >+ ne termine pas sur M(A). Alors il

existe une suite infinie décroissante de multiensembles.

MO >mult Ml >mult Mn >mult Mn+1

On veut construire un arbre étiqueté qui contredit le lemme de Koenig, &

savoir :

— infini,

— & branchement fini,

— tous ses chemins sont finis.

On construit I’arbre par niveau. On peut aussi dire que ’on a une canopée
croissante qui tend vers I’infini (pour faire décroitre I’effet de serre).

Au niveau —1, on met un élément arbitraire que ’on relie & des noeuds
étiquetés par des éléments de M.



Au niveau n, on trouve des noeuds étiquetés par les éléments de M,,.

Les noeuds du niveau n + 1 sont

— les noeuds étiquetés par les éléments de M), inchangés,

— moins ceux étiquetés par les éléments du X, utilisés,

— plus ceux étiquetés par les éléments du Y,, utilisé, c-a-d le nouveaux
venus dans M.

Par exemple : Soit

- nz{a7a757573}
- n+l = {Cl, b; b7 ¢, 5)474737372}7
- Xn = {a7573}7

- Yn = {bab) ¢, 474737372}

~

»)

- M, ={a,a,5,5,3}
- n+l — {(1, b7 b7 0757474737372}7
- Xn = {a7573}7

~ Y, = {b,b,c,4,4,3,3,2},
@ (@) ® ® O

b o b

- M, ={a,aq,5,5,3}
- n+l = {a7 b; ba c, 5747 47 37 37 2};
- Xn = {aa5a3}a

-Y,=1{b,b,c,4,4,3,3,2},

Le cas ou Y;, = () ne peut pas arriver une infinité de fois car, les M, étant
finis, cela serait contradictoire avec le fait que la suite est infinie.

Donc il y a une infinité d’étapes ou ’on ajoute vraiment de nouveaux
noeuds. Donc 'arbre est infini.

La construction montre que I'arbre est & branchement fini.

Les etiquettes sur un chemin forme une suite decroissante d’éléments de
A. Comme (A, >) termine, il n’y a pas chemins infinis.

N.B.Je n’ai pas utilisé (A, ,> ) comme au cours du 23-01-01 et dans le
All that.

10



14 Le lemme de Newman

THEOREME :

‘ Si une relation termine et est localement confluente, alors elle est confluente.

REMARQUE :
La terminaison est importante. Ces deux relations sont localement confluentes :

T
a<——1Y) c——(
N

14.1 Preuve du lemme de Newman

Démonstration

P(z) = (Vy,2)y =<— 2z —— z=ylz

La confluence c’est (Vz)P(z).

T 21 - Z
CL
. v
yl ................................... > u Ind *
* Ind *
v v
y ................... * ................ > U* ............... > W
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15 Forte confluence
Une relation est fortement confluente ssi

i =—— T — Y2 = @)y ——= 2 ~— v

RESULTAT :

Une relation fortement confluence est confluente.

Démonstration : On prouve que si une relation est fortement confluence
alors elle est semi-confluente. On fait une récurrence sur la longueur de la

*
branche —— .

FC =

x v

............................... .
Deux cas :

1. Cas = =

FC IND Px
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