Réécriture

Algebres de termes

1 Domaine d’un arbre enraciné étiqueté
IN, = IN — {0}
Un domaine d’arbre est un sous-ensemble fini non vide D de IN} tel que :
-peD & qprefixp = qgeD
-pm€eD & jeEIN, & j<i = pj €D

REMARQUE : | Tout domaine contient le mot vide.

2 Arbre enraciné étiqueté

Un arbre étiqueté par A est une application T': D — A :

— T(e) est la racine de l'arbre.

— D est le domaine (ou l’ensemble des positions) de T noté Pos(T).

— T'(p) s’appelle létiquette & la position p.

— Sip € Pos(T) et (Vi € IN,)pi & Pos(T), alors p est une feuille de T.

Soit T'T tel que Pos(TT) = {e,1,2,21,22,221,222} et :
€ +
I
2=+
21—y
22 — +
221 — 2
222 — 2
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3 Sous-arbre
T, est le sous-arbre & la position p défini par Tj,(q) = T(pq)
ott Pos(T|,) = {q | pq € Pos(T)}.
EXERCICE : Décrivez Pos(TT|s5) et TT)s.
FAIT : (Tp)1g = Tipg-

4 Remplacement

T[U], est le remplacement du sous-arbre de T & la position p par l’arbre U,
on le définit par

Pos(T[U],) = {q € Pos(T) | ~(pprefix q)} U{pp' | p' € Pos(U)}
et

[ T(q) si ~(pprefix q)
T[Ulp(q) = { U(Z')ssi quppp’ avgc p' € Pos(U)

EXERCICE : Soit UU = TT[TT)o1-
— Que vaut UU(212)?
— Dessinez UU.

RESULTATS :
~ T[U[V]glp = T[Up[V]pq-
— T[U),[V]y = T[V]4[U]p si p et ¢ sont étrangers’

4.1 Sous-arbre d’un remplacement

~ Si p et ¢ sont étrangers, alors (T'[U],)|, = Tq-
= (TIUlp)jpp = Uppr-
- (T[U]Ppl)\p = (T\p)[U];)

1p et ¢ sont dits étrangers, si p n’est pas préfixe de ¢ et si g n’est pas préfixe de p.




5 Signature

Une signature est une famille d’ensembles (X,,)nen.

z:Uzn

neIN

SifeX,, festdit d’arité n.
Yo est ’ensemble des constantes.

6 Termes

Soit X un ensemble dit ensemble des variables.
Quelques définitions :
* Un Y-terme sur X est un arbre ¢ étiqueté par ¥ U X, tel que
— Si t(p) € X alors p est une feuille.
— Si t(p) € X, alors
—i<n & 1i€IN,=pi€ Pos(t)
— et p(n+1) € Pos(t).
* T(%, X) est Pensemble des Y-termes sur X.
* Var(t) ={z € X | (3p € Pos(t) t(p) = z}

FAIT : Si t(p) € 3¢ alors p est une feuille.

7 Y-algebres et morphismes

* Une S-algebre est un couple A = (4, %4) ol
A est un ensemble dit support de ’algebre,

A= =7
n€N
et fAe A A" — A.
* Un morphisme ¢ : T(X, X) — A est une application telle que
- o(z;) = a;
= @(f(t1, s tn)) = fAP(01), ey p(tn)-



8 Substitutions, domaine, codomaine

Soit V un ensemble dénombrable de variables.

* Une substitution est une application o : V' — T(Z,V) qui est 'identité
presque partout (c-a-d sauf sur un ensemble fini).

* On note : Dom(o) ={zx €V | o(z) # z} le domaine.

* On note : Range(o) = {o(z) | x € Dom(o)} le codomaine.

On étend o & T'(X,V) en une application & (souvent notée o).
- 6(z) = o(z),

= 6(f(tr, -, f(tn)) = F(6(t1), -, 6 (n))-

Sub(T(%,V)) est 'ensemble des substitutions.

9 Identités et réduction

* Une identité s & ¢ est un couple, c’est-a-dire de T'(X,V) x T'(%, V).

* Soit E un ensemble d’identités, la réduction — est définie par

s —— t
E

ssi
(Jg~de E)(Fo € Sub(T(2,V)))(Ip € Pos(s))
et
sp=0(9) & t=s[o(d)],.

10 Systémes de réécriture

D’autres définitions! :

— Une régle de réécriture est une identité g = d telle que Var(g) 2O Var(d).
— Un systeme de réécriture est un ensemble de regles de réécriture.

— Un redex est une instance d’un membre gauche de regle de réécriture.

— Contracter le redex s, & la position p,
c’est passer de s & t = s[o(d)]p-



