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1 Le cadre de ’étude

On se place sur anneau des polynémes a plusieurs indéterminées sur un
corps K, c’est & dire que l'on consideére les éléments de K[X,...,X,]. Un tel
polynéme s’écrit par exemple X; X2 — 2X; Xs.

DEFINITION 1 (IDEAL)

Un idéal est un ensemble J non vide de polynémes de K[X7,..., X,] vérifiant:
— si f et g sont dans J, alors f + g est dans J.
-sifedJetge K[Xy,...,X, alors f.g € J.

La question qui se pose (notamment pour des recherches de zéros de po-
lynémes) est : étant donnés un polynéme r et un idéal J, est-ce-que r € J?
Pour résoudre ce probléme, on va présenter J sous la forme d’un ensemble de

regles de réécriture Rtel quer € J & r —;> 0, ce qui est plus facile & vérifier.



2 1Idéal engendré et congruence

DEFINITION 2 (IDEAL ENGENDRE)
L’idéal engendré par f1, fa,..., fr € K[X1,...,X}] est ensemble:

<fi,.-, fe>={fig1 + fo.92 + ...+ fr-gkl|g1, ... gr € KX1,... X]}.

On sait que c’est le plus petit idéal contenant les f;.
q

DEFINITION 3 (CONGRUENCE D’IDEAL)
Etant donné un idéal J, on définit la congruence =; par f =, 9 f—g € J.

On a donc a ce stade réduit le probleme d’appartenance & un idéal au
probleme de la congruence a 0, ce qui est déja un peu plus simple.

3 Notion d’ordre admissible

Appelons M, = {XF ... X! |k,,...  k, € N} 'ensemble des monémes de
K[X1,...,Xn]

DEFINITION 4 (ORDRE ADMISSIBLE)
Un ordre < total sur M, est dit admissible si:

1. my|ma = my < my (il contient 'ordre de divisibilité) ;

2. il est compatible avec la multiplication: m; < m; = m.ny < m.mz (Ym).

EXEMPLE 1 On montre facilement que l’ordre défini par :
X Xk > xb X ssic

=Y k=Y liet (k.. kn) Sie (- D).
est un ordre total admissible sur M,.

LEMME 1 Tout ordre admissible termine.

Dans la suite on supposera un ordre admissible fixé. De plus, on fait les
restrictions suivantes :

— les polynomes considérés seront non nuls, car si I’un des f; est nul, on peut
le supprimer et 1’idéal engendré sera inchangé.

— les polynomes engendrant seront normalisés, i.e. leur terme de plus haut
degré aura pour coefficient 1, en effet,ona < fi,..., fr >=< c;llfl, e f >
si cy, est le coefficient du terme dominant de f;. On peut évidemment faire
de méme pour les autres f;.



4 Construction des regles de réécriture a ’aide
des f;
Dans un premier temps, étant donné un polynéme f normalisé (qui joue le

role d’un des f;), on I’écrit sous la forme: f =ty + ry, ¢ étant le monome de
téte et ry le reste du polynéme. On construit la regle ¢y — T De la

sorte on obtient : g — g' ssi:

— g contient un mondéme m avec coefficient de téte a # 0;

— il existe un mondme m/', tel que m = ty.m’;

— ¢ %écrit g = g —am'. f.
EXEMPLE 2 Le polynome X?X5 — 2X1X> + 3X5 induit la régle X2 X5 —
2X1Xs — 3X5. Si Uon veut réduire 2X2X2 + 2X1X2 + X1 X5, on remplace
X2X2 = X5(X2X3) par ce qu’il faut. Tous calculs faits, on obtient 6X, X3 —

6X2 + X1 X2, ce qui est plus petit pour Uordre naturel sur les polynémes & plu-
steurs indéterminées.

On obtient plus ou moins facilement les résultats suivants:

PROPOSITION 1 Si f, g, h désignent des polynémes, f étant normalisé :

- f — 0 (rassurant!)
9 g = bm.g —5 bm.g' (b € K* et m mondme)

-9 — g = h+g et h+g ont méme forme normale pour la réduction

—_—

f
Ces résultats servent & montrer le:

THEOREME 1 Si on note F = {f1,...,fn} et J =< fi,...,fn > alors on
a:

Comme de plus, = termine toujours (autre résultat important), on a: si
— est confluente, alors =; est décidable, donc le probleme de ’appartenance
a un idéal aussi. On s’est donc ramené & un “simple” probleme de confuence.

5 Bases de Grobner

On a montré dans le paragraphe précédent que si 1’idéal est engendré par un
nombre fini de polynémes normalisés qui induisent un ensemble de regles qui
est confluent, alors le probléme de 'appartenance & un idéal est décidable, ce
qui nous motive pour la définition suivante:

DEFINITION 5
G ={f1,...,fr} est une base de Grobner de l'idéal J si:

1. J=<fi,..., fx >;



2. — est confluent.

Savoir calculer une base de Grobner d’un idéal J est donc utile, comme cela
on pourra vérifier d’'un polynoéme est dans 1’idéal.

DEFINITION 6 (S-POLYNOMES)
Soient deux polynémes normalisés f et g, soit m = ppem(ty,ty). Soient my et
my définis par m = mf.ty et m = my.t;. Le S-polynéme de f et g est défini
par:

S(f,9) =mys.f —my.g

REMARQUE 1 Les S-polynémes jouent pour — le méme roéle que les

paires critiques pour une relation quelconque.

THEOREME 2 Soit G = {f1,...,fx}. G est une base de Gribner de J en-
gendré parles f; : J =< f1,..., fn, > ssi tous les S-polynomes de G se réduisent
a 0.

6 Algorithme de Buchberger

But : On se donne:
— Un ensemble fini de polynémes {f1, ..., fn} de coefficient de téte 1.
— Un ordre admissible

On retournera: un ensemble fini de polynémes G; qui est une base de
Grobner de < fi,..., fn >.

Algorithme
Initialisation

- 1:=0;

- Go = Fj

-~ Bo={(},9) | /g€ F [ #9g}
Tant que B; # 0 faire

— Choisir une paire (f, g) € B;,

— Calculer le S-polynéme S(f, g),

— Calculer une  ——  forme normale h de S (f,9),

— Si h #0, alors
- Bi+1 = (B’l - (f:g)) U {(k,‘,C;lh) | ke Gi};
- G,‘+1 = Gz U {C;lh};
—i:=141



— Si h =0, alors

~ Biy1:=(B; — (f,9));
- Gip1 := Gy
—t: =1+ 1.

Retourne G;

THEOREME 3 L’algorithme de Buchberger termine et renvoie une base de
Gréobner.



