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1 Introduction

La réécriture est la donnée d’un ensemble de regles orientées qui permettent de fagcon plus ou moins
déterministe de déduire une écriture d’une autre.
Les questions qui se posent sont les suivantes:

e les formes dites “simplifiées” sont-elles uniques?
e comment orienter les équations?
e le processus de simplification se termine-t-il?

2 Rappels et notations sur les ordres

2.1 Caractéristiques d’une relation

DEFINITION 1
Une relation est dite:

e transitive si Ry et yRz = zRz
e antisymétrique si zRy et yRx => x =1y

o réflexive si Vx,z Rz

REMARQUE 1 Cette notion de I’antisymétrie est celle francophone et aussi celle du “All that”, la notion
anglosaxonne (qui interdit xRz) est la suivante: Azr,y,zRy et yRz.

2.2 Définition d’un ordre

DEFINITION 2
Un préordre est une relation transitive et réflexive.

DEFINITION 3
Un ordre est une relation transitive, réflexive et symétrique.

DEFINITION 4
Un ordre est dit partiel si il existe des couples qui ne sont pas en relation. Dans le cas contraire, il est dit
total

DEFINITION 5
Un ordre est strict si il a la relation d’irréflexivité, c’est a dire:

Vz,-(zRx).

2.3 Eléments maximaux, maximum

On considere (4, <) un poset (ensemble partiellement ordonné), et M C A, alors:

DEFINITION 6
— Un élément maximal de M est un élément m qui vérifie: Yn € M,n > m = n=m.

— Le maximum de M est m si Vn € M,m > n.

— Un majorant de M est un élément u € A qui vérifie: Vn € M,u > n.



2.4 Caractere noethérien, bons ordres

DEFINITION 7
Une relation R termine ou est noethérienne ssi il n’existe pas de suite infinie “décroissante” au sens
suivant: zg — ;1 — ..., —> T

0 R 1 R n R n+1

PROPOSITION 1 Le produit lexicographique d’ordres qui termine termine.

DEFINITION 8
Un bon ordre est un ordre noethérien total.
2.5 Ordre incrémental, antichaine, bel ordre

DEFINITION 9
Un ordre est dit incrémental si

¢ il est noethérien;

e tout ordre qui le contient est noethérien .

DEFINITION 10
Une antichaine est une suite d’éléments incomparables, c’est-a-dire un ensemble tel que z <y =z =y.

DEFINITION 11
Un bel ordre est un ordre noethérien sans antichaine infinie.
2.6 Suites et sous-suites bonnes, mauvaises

DEFINITION 12
Une suite (z;);en est dite bonne si 3i < j,z; < ;. Dans le cas contraire, elle est dite mauvaise.

DEFINITION 13
Une sous suite de (2;)ien est (T,(;))ien Ol @ est une application N — N croissante.

2.7 Résultat important

THEOREME 1 Les phrases suivantes sont équivalentes :
o ordre est incrémental
e ordre est noethérien et sans antichaine infinie
o toute suite est bonne

e de toute suite on peut extraire une sous-suite croissante.

3 Confluence

3.1 Définition

DEFINITION 14
Une relation est localement confluente si elle vérifie: y3 <—— © —— y2 = (y1,y2) joignables.

DEFINITION 15
Une relation est semi confluente si elle vérifie: y; <—— = — yo = (y1,y2) joignables.



DEFINITION 16
Une relation est confluente si elle vérifie: y; <—— x —— ys = (y1,y2) joignables.

DEFINITION 17
Une relation est convergente si elle termine et est confluente.

3.2 Propriété de Church-Rosser

DEFINITION 18
La relation R a la propriété de Church Rosser si elle vérifie I’assertion suivante :

si Ny T Ns, alors 3P, N, —R> Pet N, —R> p
PROPOSITION 2 semi-confluence < confluence < Church-Rosser.

3.3 Réductibilité

DEFINITION 19
On dit que x et y sont joignables si y et x peuvent se réécrire en un méme z.

DEFINITION 20
z est dit réductible si il existe y tel que x — Y Sinon, il est irréductible.

DEFINITION 21
y est une forme normale de z si z —;> y avec y irréductible.

DEFINITION 22
Une relation est normalisante si chaque élément a une forme normale.

3.4 Quelques résultats
PROPOSITION 3 Si R est confluente, alors chaque élément a au plus une forme normale.

PROPOSITION 4 Si R est normalisante et confluente, alors chaque élément a une unique une forme nor-
male.

PROPOSITION 5 Si R est normalisante et confluente, alors x %> y est équivalent a zet y ont méme
forme normale.
3.5 Induction bien fondée

WrI Ve €A, (Yy,2 —— y,P(y)) = P(x)
Vz € A, P(x)

REMARQUE 2 On n’a pas besoin de vérifier pour les éléments mininaux,
PROPOSITION 6 Si —— termine, alors WFIT est vérifiée.

REMARQUE 3 La réciproque est aussi vraie.



3.6 Branchements

DEFINITION 23
e Une relation ra est a4 branchement fini si chaque élément a un nombre fini de sucesseurs directs.

e Une relation est globalement finie si chaque élément a un nombre fini de sucesseurs (directs ou non).
e Une relation est acyclique s’il n’existe pas d’élément a tel que a ..

PROPOSITION 7 Une relation a branchement fini qui termine est globalement finie.

PROPOSITION 8 Une relation globalement finie et acyclique termine.

LEMME 1 (DE KéNIG) Un arbre d branchement fini est infini ssi il contient un chemin infini.

4 Ordre Multiensemble

4.1 Notion de multiensemble

DEFINITION 24

Un multiensemble M sur A est une fonction M : A — N; intuitivement c’est un ensemble ou la répétition
d’éléments est autorisée. M (z) est alors le nombre de répétitions de x dans M. La notation standard est
{a,a,b} pour {a = 2,b = 1,c — 0}.

DEFINITION 25
Un multiensemble est fini si son support est fini, i.e. I’ensemble des  d’image non nulle est fini. On note
M(A) lensemble des multiensembles finis sur A.

4.2 Opérations sur les multiensembles
—x €M si M(z)>0.

— N C M ssiVe,N(z) > M(z)

> .
-~ (MUN)(z) = M(z) + N(z).
~ (M — N)(z) = M(z)-N(z).

Dans la suite, on considére des multiensembles finis

4.3 Ordre multiset

DEFINITION 26
Soit > un ordre strict sur A. L’extension multiensemble >, sur M (A) est définie par: M > N si il
existe des multiensembles X et Y vérifiant:

—0EXCM
-N=(M-X)UY
-VYWeY,dre X, z>y

REMARQUE 4 C’est l’ordre “de I’hydre”. A chaque fois qu’on coupe une téte, il en repousse plusieurs,
mais plus petites...



4.4 Principales propriétés

PROPOSITION 9 Si > est strict sur A, alors > est strict sur M(A).

PROPOSITION 10 > termine ssi > termine.

5 Algebres de termes

5.1 Domaine d’un arbre enraciné étiqueté

DEFINITION 27
Un domaine d’arbre est un sous-ensemble fini non vide D de mots sur N* tel que:

— tout préfixe d’'un mot qui est dans D est dans D

-sipieDet0<j<i,alorsp.jeD

FAIT 1 VD,e € D

5.2 Arbre enraciné étiqueté

DEFINITION 28
Un arbre étiqueté par A est une application T': D — A telle que:

— T'(e) est la racine de l’arbre.

— D est le domaine (ou ’ensemble des positions) de T' noté Pos(T).
— T(p) s’appelle ’étiquette & la position p.

— Sip € Pos(T) et (Vi € IN,)pi & Pos(T), alors p est une feuille de T'.

5.3 Sous-arbre

DEFINITION 29
Tj, est le sous-arbre a la position p défini par Tj,(¢) = T'(pq) ot Pos(T|,) = {q | pq € Pos(T)}.

Autrement dit, c’est le sous-arbre de T de racine p.

FAIT 2 (T),) g = Tipg-

5.4 Remplacement

DEFINITION 30
T[U]p est le remplacement du sous-arbre de T' & la position p par 'arbre U, on le définit par:

Pos(T[U],) = {q € Pos(T) | ~(pprefix q)} U {pp' | p' € Pos(U)}
t
© U], (q) = T(q) si —(p prefix q)
4 U(p') si ¢ = pp' avec p' € Pos(U)

Autrement dit, on a remplacé par U le sous-arbre de T' de racine p en renumérotant de facon adéquate.

PROPOSITION 11
- T[U[V]q]p = T[U]p[v]pq-



~ T[U],[V]y = T[V],[U], si p et q sont étrangers®.
— Sip et q sont étrangers, alors (T[U],)|q =T .
— (TULp) jppr = Ul

- (T[U]pp’)lp = (Tlp)[U]P"

5.5 Signature

DEFINITION 31
Une signature est une famille d’ensembles de fonctions (2,)nen-

HES P

n€IN

Si f eX,, festdit d’arité n.
Yo est ensemble des constantes.

5.6 Termes

Soit X un ensemble dit ensemble des variables.

DEFINITION 32
Un Y-terme sur X est un arbre t étiqueté par ¥ U X, tel que

— Si t(p) € X, alors p est une feuille.

— Si f € ¥ d’arité n, alors c’est un neeud et il a exactement n feuilles.

DEFINITION 33
T (%, X) est ’ensemble des ¥-termes sur X.

DEFINITION 34
Var(t) = {x € X/3p € Pos(t) t(p) = z}

FAIT 3 Sit(p) € o, alors p est une feuille.

5.7 Y-algebres et morphismes

DEFINITION 35
Une Y-algébre est un couple A = (4,34) ou A est un ensemble dit support de 1’algebre,

=) =4
n€lN

et ¥4 est 'ensemble des fonctions de type A" — A.

DEFINITION 36
Un morphisme ¢ : T(¥, X) — A est une application telle que

- o(x;) = a4
= o(f(t1, s tn)) = fAp(t1), e p(t0))-

1. p et ¢ sont dits étrangers, si p n’est pas préfixe de ¢ et si ¢ n’est pas préfixe de p




5.8 Substitutions, domaine, codomaine

Soit V' un ensemble dénombrable de variables.

DEFINITION 37
Une substitution est une application o : V. — T(X, V) qui est 'identité presque partout (c-a-d sauf sur un
ensemble fini).

REMARQUES 5
— On note: Dom(o) = {z € V}o(z) # = le domaine.

— On note: Range(o) = {o(z)} z € Dom(o) le codomaine.
DEFINITION 38
(extension) On étend o & T'(X, V) en une application ¢ (souvent notée o) :
- 6(x) = o(),

DEFINITION 39
Sub(T(X,V)) est ensemble des substitutions.

5.9 Identités et réduction

DEFINITION 40
Une identité s ~ t est un couple? de termes.

DEFINITION 41
Soit E un ensemble d’identités, la réduction —5 = est définie par:

s — tssi ¢ est obtenu par remplacement dans s de la partie o(g) par o(d) ou (g9 ~ d) € E.

6 Prouver la terminaison d’un systeme de réécriture

6.1 Systemes de réécriture

DEFINITION 42
Une régle de réécriture est une identité g =~ d telle que Var(g) D Var(d). “en réécrivant on diminue le
nombre de variables”.

DEFINITION 43
Un systéme de réécriture est un ensemble de régles de réécriture.

DEFINITION 44
Un redex est une instance d’un membre gauche de regle de réécriture.

DEFINITION 45
Contracter le redex s|, & la position p, c’est passer de s & t = s[o(d)],.

2. c’est-a-dire un élément de T'(X,V) x T(X,V)



6.2 Ordres de réécriture, de réduction, de simplification

DEFINITION 46
Un ordre de réécriture est un ordre < sur 7'(%, V) qui est:

e compatible cad si s > s" alors f(t1,--- ,ti 1,8, tr41s--- ,tn) < f(t1,-- s ti1,8 ,tr41,--- 5tn)-

e clos par substitution cad Vo € Subst(T(X,V)), s1 > s —2 = o(s1) > o(s2).

DEFINITION 47
Un ordre de réduction est un ordre de réécriture noethérien.

THEOREME 2 Un systéme de réécriture R termine ssi il existe un ordre de réduction > tel que I > r pour
tout!l —— r € R.

DEFINITION 48
Un ordre de simplification est un ordre de réécriture qui satisfait la propriété de sous-terme, cad Vp €
Pos(t),t > t,.

PROPOSITION 12 On démontre les faits suivants :
o les ordres de simplification sont des beaux ordres ;
o les ordres de simplification terminent;

o les ordres de simplification sont des ordres de réduction.

6.3 Meéthode directe

Pour prouver directement la terminaison d’un systeme de réécriture, on peut utiliser le théoreme:

THEOREME 3 (LEMME DE KbNIG) Un arbre a branchement fini est infini ssi il contient un chemin
mfini

REMARQUE 6 En fait on utilise ce théoréme par la contraposée.

6.4 Interprétation polynémiale

DEFINITION 49
Une interprétation polynomiale est la donnée d’une E-algebre A = (A4, £4) ot les fonctions f € T4 sont des
polynémes & n variables & coefficients entiers.

PROPOSITION 13 L’ordre induit par une interprétation polynomiale est un ordre de réduction, appelé
ordre polynémial.

REMARQUE 7 On peut ainsi prouver la terminaison d’un systéme de réécriture: si on trouve une in-
terprétation polynémiale pour les symboles fonctionnels telle que f4(s) > fA(t) pour tout s —— t € R
et qui est monotone (c’est & dire que les polynémes dépendent de toutes leurs indéterminées), alors on a
prouvé que R termine.

REMARQUE 8 Le “All that” précise qu’il faut vérifier la cloture, c’est-a-dire

Va1, 2o, .. 20 € AV €SA f(21,20,... ,2,) € A
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6.5 Utilisation de 1’ordre lpo
DEFINITION 50 (LPO)

Etant donné un ordre < sur X appelé précédence: s <y, t ssi
(A) s est une variable z, t n’est pas une variable et z € Var(t).
ou
(B) s s’écrit f(s1,--.,8m) et t s’écrit g(ty,...t,) et
(Bl) Vi e[1,m],s; <ipot

et
(B2) :
(B21) f<yg
ou
(B22) f=get (s1,---,8m) <f;§ (t1,...tn).
ou

(B23) 3j € [1,n],s <ipo t;-
THEOREME 4 <ipo “lexicographic path order” est un ordre de simplification.

REMARQUE 9 On peut donc ainsi prouver la terminaison d’un systéme de réécriture en donnant une
précédence sur les symboles fonctionnels de telle sorte a ce que s <;p, ¢ pour tout s —— t € R.

REMARQUE 10 Le “All that” donne une autre définition pour <j,.

7 Unification
7.1 But

Le but est le suivant : étant donné un ensemble de paires ('ordre ne compte pas) de termes de la forme
S; < t;, trouver une solution & ce probléme équationnel, c’est-a-dire une substitution o telle que Vi, o (s;) =
o(t;). Une telle substitution est appelée unificateur au probléeme équationnel. Si elle existe, on dit que le
probléme est unifiable.

DEFINITION 51

x = s est en forme résolue si z n’apparait nulle part ailleurs dans le systéme équationnel (x n’est pas une
variable de s en particulier). Si toutes les équations sont sous forme résolue, le systéme équationnel est sous
forme résolue.

7.2 Méthode

On utilise des regles d’inférences qui transforment un probléme en un probleme équivalent & chaque
application :

?
— Supprime M
E
.
e = e UFE
- Décompose {f(u, ,,u") f(v1,? >Un)} sifexn,
{u1 =vy,...,up =v,}UE
,
=v}UFE
— Elimine {z = v} ot 7 £ v nest pas en forme résolue et z ¢ Var(v) et o = {z — v}.

{z £ v} Uo(E)

11



7.3 Résultats

PROPOSITION 14 (CORRECTION)
— Ce systéme de régles conserve les unificateurs, c¢’est a dire que si E = E' avec ce systéme, les unificateurs
de E sont les unificateurs de E’.

~ Si E & E' aec E' sous forme résolue, alors le plus petit unificateur de E est I'unificateur trivial de E',

c’est & dire: Vi,o(x;) = t;.

PROPOSITION 15 (COMPLE’)TUDE) Si E est unifiable, alors il existe E' obtenu & partir de E par le
jeu de régles précédents, avec E' sous forme résolue.

REMARQUE 11 L’unification peut étre exponentielle en la taille du probléme originel.

8 Complétion

8.1 Qu’est-ce que la complétion?

Une procédure de complétion transforme un ensemble d’identités (et de régles confluentes) en un
ensemble équivalent de régles confluentes et qui se terminent.

Cela nécessite un ordre pour orienter les identités, ce qui est ’objet de la procédure de complétion.

8.2 Paires critiques

DEFINITION 52
Si il existe:

— deux regles] —— ret g —— d,

— une position p € Pos(l),

— un mgu o de [, et de g,
le terme o (1) est applé une superposition, et la paire (o(r) = o(o(/[d],)) est appelée une paire critique.
DEFINITION 53

Si les deux termes de la paire se réécrivent en un méme terme, la paire est dite convergente. Sinon, elle est
dite divergente.

THEOREME 5 (DE KNUTH ET BENDIX) Soit un systéme de réécriture R. Alors R est confluent si
et seulement si toutes ses paires critiques sont confluentes.

8.3 Algorithme de complétion

On se donne un ordre > sur les termes : Les régles suivante définissent la procédure: (E est un ensemble
d’égalités, R un ensemble de regles). Au début, R est vide et E contient les égalités & compléter.

EUu{s=s};R
— Delete ER
E;RU{s —— t} .
— Compose B:RU{s u) sit 7 U
. . Eu{s=thHR .
— Simplify EU{s=u}iR sit 7 U

12



E;RU{s ——= t} .

— Collapse EU{u=1}R si s —2= u par une régle | —— r € R avec [ # s instance d’un
sous-terme de s ou (s =1) et t > 7.
) Eu{s=t}h;R )
— Orient B RU{s 7 sis>t.
E;R .
— Deduce EU{s:t};R’SlS 7 U g t pour un w.

REMARQUE 12 Pour appliquer cette procédure (régle Deduce), il faut savoir calculer les paires critiques
a tout moment.

Justement, c’est le calcul des paires critiques qui fait toute la difficulté d’une procédure de complétion.
Les différentes procédures utilisent des astuces qui leur permettent de calculer le moins de paires critiques
possibles. L’ANS-complétion est la procédure qui calcule le moins de paires (vérifié expérimentalement).

9 Ordre sur les preuves

Si on dispose d’une preuve d’une égalité a = b, complétement par égalité, lors de la procédure de
complétion on n’a plus d’égalité mais simplement des regles de réécriture. Ce que l’on souhaite c’est ob-
tenir une preuve complétement par réécriture (une preuve “en vallée”). La procédure de complétion garantit
(théoreme) en fait 'existance d’une réduction commune & a et & b dans I’ensemble des regles persistantes.
Pour montrer ce théoréme, on a besoin d’introduire un ordre sur les preuves.

9.1 Notations

On note:

- Ex = E;,
i>0

- Ry = U Ri;
i>0

- E, = U ﬂ Ej et
i>0 5>

- R, = U ﬂ R; (R, est 'ensemble des régles persistantes).
>0 j>i

9.2 Rappel sur ’enchassement

9.3 Le coiit d’une preuve
— Coiit d’un couple A un stade de la procédure de complétion, on dispose d’un ensemble d’égalités, et
de regles du type a — b. On attribue le colit des paires de la maniere suivante :
— a; = a;41 aun colt ({ai,ait1}, -, -);

- a; —> a;4+1 aun coit ({a;},1,r), ot I est le membre gauche de la réécriture employée et r est
le membre droit de la régle de réécriture employée.

— a; ¢ a;41 aun cotit (fai+1},1,7), ot I est le membre gauche de la réécriture employée et r est le
membre droit de la regle de réécriture employée.

— Coiit d’une preuve C’est le multiensemble des coiits des couples.

13



Si une preuve P est supérieure (pour lordre multiensemble) & une preuve P’, on note P’ <¢ P.

DEFINITION 54
Deux preuves sont dites équivalentes si elles prouvent la méme identité.

On montre que chaque regle de la procédure de complétion fait décroitre les cotiits des preuves.
On obtient finalement le théoreme:

THEOREME 6 Si il eziste dans Es U Roo une prewve P qui n’est pas une preuve de réécriture, alors il
existe dans Eoo U Ry une preuve P’ équivalente telle que P' <¢ P.

et donc les corollaires:

COROLLAIRE 1 Si il existe une preuve P dans EooURo, alors il existe une preuve de réécriture équivalente
dans R, (c’est ce qu’on voulait).

COROLLAIRE 2 R, est convergent, c’est-a-dire confluent et termine.

COROLLAIRE 3 Si Rw est fini, alors le probléme du mot dans Ey est décidable.

10 Bases de Grobner

Voir le cours annexe.
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